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Un exemple de représentations unipotentes
associées a une orbite nilpotente non minimale:
le cas des orbites de dimension 10 de so(4,3)
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Résumé. Dans [13], P. Torasso a donné une méthode pour construire une
représentation minimale d’une groupe de Lie simple de rang au moins égal
a 3. Nous proposons, dans ce travail, de montrer, sur un exemple, comment
cette construction s’adapte au cas d’une orbite nilpotente non minimale.
Dans le cas envisagé des orbites de dimension 10 de s0(4,3), nous obtenons
une famille de représentations paramétrée par un sous-ensemble de la série
discréte du revétement & deux feuillets de SL,(R). En particulier, cette
famille de représentations permet de caractériser la restriction & S0O(4,3)
des représentations minimales de SO(4,4) et SO(5,3).

0. Introduction et notations

0.1. Un des aspects de la théorie des représentations d’un groupe de Lie réductif
réel G counsiste a essayer d’assocler, a chaque G-orbite coadjointe nilpotente,
une représentation unitaire irréductible de G, s’inspirant en cela de la méthode
de Kirillov pour les groupes nilpotents. Le cas le plus favorable a lieu lorsque
la G-orbite en question est minimale. Dans [11], en effet, on prouve l'existence
d’une telle représentation, dite minimale, lorsque G est le revétement universel
de SO4(4,3) et on en donne une réalisation explicite. La méthode utilisée, qui
s’inspire essentiellement d’une méthode des orbites due a Duflo [4], a été, depuis,
généralisée par Torasso [13] et s’applique maintenant au cas d’un groupe de Lie
simple de rang supérieur ou égal a 3.

Il semble interessant de voir dans quelle mesure cette méthode s’applique pour
construire des représentations irréductibles associées a des orbites nilpotentes non

minimales. Considérons le cas particulier ot G = SO4(4,3). On constate qu’il
existe exactement deux G-orbites nilpotentes de dimension 10. Le but de ce
travail est de montrer de quelle maniere la méthode décrite dans [13] permet de
construire explicitement des familles de représentations associées respectivement
a ces deux orbites.

0.2. Il existe une maniere naturelle d’associer une représentation unitaire irréduc-
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tible d’un groupe simple GG a une G-orbite nilpotente coadjointe, au moins dans
le cas ou cette orbite est minimale.

Soit, en effet, g l'algebre de Lie de G, dont on suppose qu’elle n’est
pas de type A,, gc la complexifiée de g et Opinc la Ge-orbite minimale
correspondante. On a, dans ce cas, deux résultats importants:

L’intersection Opin,cNg se réduit, soit a une seule G-orbite notée Opip,
soit a deux G-orbites Onin €t —Omin .

Il existe un et un seul idéal primitif et completement premier .Jp de

U(gc), appelé idéal de Joseph de g, dont la variété associée V' (.Jy) est 'adhérence
de Omin,c-

Compte-tenu de ceci, on dira qu'un élément 7 de G est associé & Omin
si I'annulateur infinitésimal Annm de 7 dans U(ge) est égal a Jy.

La méthode décrite dans [13] permet de prouver lexistence d'un tel =
lorsque l'orbite O,,;, est G-admissible et lorsque G est de rang supérieur ou
égal a 3.

Dans le cas ou 'orbite est non minimale, la situation est plus délicate
car on ne bénéficie plus des deux propriétés précédentes. Revenons au cas ou

——

G = S04(4,3), soit O.,e = %1, les deux G-orbites nilpotentes de dimension
10 et soit Oqo,c la Ge-orbite de dimension 10 correspondante. La stratégie est,
dans ce cas, la suivante:

1) On constate tout d’abord que, pour tout sous-groupe parabolique
maximal P de G, d’algebre de Lie p, l'orbite O, contient une P-orbite ouverte
dense difféomorphe a une P-orbite dans le dual p* de p qui, cependant, n’est
pas nécessairement de type unipotent.

2) La méthode décrite dans [13] appliquée a chaque O. nous permet
d’associer a chaque parabolique maximal standard P une famille (zp. ;,1 € Ip)
de représentations unitaires irréductibles de P, ou Ip correspond a I'ensemble
fini des données d’admissibilité de la P-orbite si celle-ci est de type unipotent,
mais par contre décrit ’ensemble des représentations de la série discrete du
revétement a deux feuillets de SL(2,R) sila P-orbite n’est pas de type unipotent.

3) Il faut vérifier ensuite que 'on peut amalgamer ces P-représentations
et on obtient ainsi une famille 7. ;.7 € I, de représentations unitaires irréduc-
tibles de G, I parcourant un ensemble convenablement choisi d’éléments de la
série discrete du revétement a deux feuillets de SLy(R).

4) Apres avoir déterminé explicitement la représentation infinitésimale
de 7. ;, on montre enfin que, pour tout couple (¢,1), I'idéal Annn. ; est comple-
tement premier et vérifie:

V(Annm. ;) = O1o,c.

On conclut ce travail par I’étude des restrictions a GG des représentations

— ——

minimales des groupes S04(4,4) et SO4(5,3), dont les orbites minimales sont
de dimension 10. On montre que ces restrictions se décomposent en facteurs
irréductibles appartenant a la famille obtenue précédemment.

0.3. L’algebre de Lie g. Nous désignerons par G le revétement universel
de SO4+(4,3), g son algébre de Lie. Soit (e;,e—;),1 < i < 4, une base de R®
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et B une forme quadratique sur R®, choisies telles que la base (e;,e_;) soit
orthogonale relativement a B et telles que: Vi, B(ei,e;) = 1,B(e—i,e—;) = —1.
Soit (E;j),t,7 € £{1,2,3,4}, la base usuelle de ¢I(8) qui s’en déduit, h la sous-
algebre de Cartan déployée de so(4,3) dont une baseest H; = E; ; —E_;_;,1 <
i < 3. Soit n;,1 < i <3 labase duale des (H;) dans h*. Le systeme de racines
de § dans g est de type Bs, donné par:

A={t(nitn;), 1 <i<j<3,4n,1<i<3}

Soit AT = {(n; £1;),1 <i<j<3;(ni), 1 <i <3} le systéme de racines posi-
tives et

={ay = n —n2, ay = n2 —n3, az = n3} le systeme de racines simples
correspondant.

A chaque racine a de A, on associe les éléments Hy, Xo, X—o d'une
base de Chevalley de g et la sous-algebre sla(a) engendrée par Ho, Xo, X—o
Soit Wa = Xa - X—oz

Nous adopterons, pour la suite, les notations suivantes:
Va € AVt € R, z4(t) = exptX,,wq(t) = exptW,, Vt € R* ho(t) = expln|t|H,

En particulier, on pose: wa = wa(F),w = wy, —p,, ¥ = Wy, - ,,3(2) o= wp,(F).

Les crochets, dans g, sont donnés par: (d;; = 1sii < j, = —1, sinon)
Ni—njs m—nk] = Xopi—m,

Xoimn; m-l-nk] = dirdjr Xy 1,

Xitns X —me] = —dijdp Xy, —y,

Xyi- ;0 X - Wk] = _dikdij—nj—nk
X - maXnJ] =

X - njaX—m] = _X—nj

Xy, +n; —m] = —d;; Xy,

Xma ] deJXm-l-nJ
nirs X—n;] = 2Xp, -,

X, X - m] = dij Xy
Xy Xy | =2di; Xy, - n;

0.4. Le sous-groupe compact maximal. On choisit un sous-groupe compact
maximal K de G, que l'on identifie & SU(2)* de la maniére suivante:

Soit E = (e;, 1 <1 <4), F={(e_;, 1<i<4), ¢ =30(4,4)Nso(8) et K’
le sous-groupe analytique d’un revétement simplement connexe de SO4(4,4),
d’algebre de Lie #. Le groupe K’ s’identifie & un revétement de SO(E)x SO(F).

Désignons ensuite par H le corps des quaternions.

=

(X
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[

Soit hp: E — H, hp: F — H
er. — 1 e — 1
e — 1 €_g —>1
ez — j €_3 —)j
€4 — k €_4 — k
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On sait que SU(2) est la sphere unité de H. Soit S = SU(2)*. Posons ensuite:

V(a,b) € SU(2)?, Yz € E, Vy € F, a.x.b= hy'(a.hp(z).b),
a.y.b= h;l(a.hp(y).b).

Alors S agit sur EG F par: (a,b,c,d).(z,y) = (a.2.b™" cy.d™"), et cette action
permet d’identifier, via leurs algebres de Lie, K’ et S. Dans ces conditions on
a:

K ={(a,b,e,d) € S/ckd™" =k} ={(a,b,c,k™".c.k), (a,b,c) € SU(2)*}

0.5. Les sous-groupes paraboliques maximaux standards de G. Soit
n=< Xy, a0 € AT > b=hPn et B le sous-groupe de Borel de G, d’algebre de
Lie b et de décomposition de Langlands B = M AN .

Soit, pour 1 <7 <3, p; la sous-algebre parabolique maximale standard
associée a la racine simple «;, p; = m; & a; B n; sa décomposition de Langlands
et P; le sous-groupe parabolique de G correspondant. Soit I'; le sous-groupe
de G engendré par a.

1) Soit Hl — {O{Q,Oé?,}, A(]___[l){j:(UQ —{—?73), :i:(772 - 773)7 Zi:(772)7 ﬂ:(773)}
o Ay = A=A(Th), AT = ANAT = {ni—n2, mi+n2, m—n3,m+ns,m }.
L hl = <Hoz2aH013>
emy =0 & LX,, 0 € A(ITy))

*a = <H771>
ony = (X,,a € A7), ny = (Xa, —a € AT).
e Py = my & a; b ny est une sous-algebre parabolique maximale de

dimension 16 de g.
o My =T,2.(M), est le normalisateur de m; dans G.
e Ay =expay, Ny =expny, Py = M1A1Ny.
2) Soit Il = {ar, as}, A(Ilz) = {£(m —n2), +(ns)}
o Ay = A= A(Ily), A = A NAT = {na, i +n2, m 03, n2tm3,m -
o hy=(H, ,Hay)
e my = by & (Xy,a € A(Ily))
o ay = (Hy,4y,)
o ny = (X,, 0 € AT, ny = (X,, —a € AT).

e Ppo = my & az P ny est une sous-algebre parabolique maximale de
dimension 14 de g.

o My = Fw§2.(1\12)0 est le normalisateur de my dans G.
o Ay —=expay, Ny = expng, P, = MyA;Ns.
3) Soit IIs = {ay, a2}, A(lls) = {£(m —n2), £(m —n3), £(n2 —n3)}
, o Az = A—A(Il3), AT = As N AT = {1, n2, m1i+m2, 12+ 13, M1 +
N3, N3y-
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o s =(H,, ,Ha,)

e m3 =h3 P <Xma € A(H3>>

o a3 = (H,, +2H,, +3Ha,,)

iy (Yo € AT} (Yoo € AT).

e Pp3 = m3 & as P ng est une sous-algebre parabolique maximale de
dimension 15 de g.

o M; =T, +.(J\43)0 est le normalisateur de ms dans G.

° A3 = exp Cl3,]\f3 = exp 113,P3 = 1\1314.3;7\[3 .

1. La méthode de construction

Nous allons rappeler dans ce paragraphe les étapes essentielles de la méthode que
nous allons utiliser pour construire les représentations souhaitées. On pourra se
rapporter a [11], paragraphe 1, pour de plus amples détails.

1.1. La stratégie que l'on utilise repose tout d’abord sur l'existence d’une
paramétrisation du dual unitaire d’'un groupe presque algébrique réel, du a Duflo.

Soit P un groupe presque algébrique réel, d’algebre de Lie p, soit ¢ un
élément de p*, p(q) et P(q), respectivement le stabilisateur de ¢ dans p et P.
Soit B, la forme bilinéaire alternée sur p, définie par: VX, Y € p, B (X,Y) =
q([X,Y]). Dans [4], Duflo introduit les notions suivantes:

Définition 1.1  Une sous-algebre b de p est dite de type fortement unipotent
relativement a ¢ si b est algébrique, coisotrope relativement a la forme B, et

silona: b=p(q) +"b.

Définition 1.2 La forme ¢ est dite de type unipotent si les deux conditions
sulvantes sont réalisées:

Il existe un facteur réductif de p(q) contenu dans ker q.

Il existe une sous-algebre de type fortement unipotent relativement a ¢.

Soit R(q) un facteur réductif de P(q),t(q) son algebre de Lie. L’es-
pace p/p(q) est naturellement muni d’une structure d’espace symplectique R(q)-
invariante et cette structure permet de définir l'extension métaplectique R(q)P
de R(q). Le noyau de cette extension admet un et un seul élément non trivial,
noté dorénavant . On rappelle que tout élément de R(q)P peut s’écrire sous la
forme (z,p(z)),z € R(q),p étant une fonction sur l'espace des lagrangiens de
p/p(q) a valeurs dans les complexes de module 1, calculée par Lion [7].

Soit Y(q) = {7 € R(q)P | 7(e) = —Id} et E = {(¢,7) | ¢ de type
unipotent, 7 € Y(q)}. Le groupe P opere dans E et Duflo établit, dans [4],
une bijection de E/P sur p. L’image par cette bijection d’un couple (g,7) sera
notée m, r et sera appelée P-représentation "de type Duflo”.

Soit donc (g, 7) un élément de E. ¢ étant de type unipotent, il existe
des sous-algebres de type fortement unipotent relativement a ¢, P(g)-invariantes;
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choisissons-en une, soit b. Posons “b = a, le radical unipotent de b. Soit A
le sous-groupe analytique de P correspondant; alors B = P(q).A = R(q) x A
est un sous-groupe fermé de P, d’algebre de Lie b. Soit p la restriction de ¢ a
a. R(q) opeére dans a en laissant stable p, de sorte que l'extension R(q)% est

bien définie et que 'on peut associer & 7 un élément 7 de (R(q)*), défini par la
formule suivante:

V(s o)) € Ria)*, #anp(e)) = 2 s, ().

(Cette formule ne dépend pas du choix du représentant (z,¢(z)) de z dans
R(q)?).

Soit T, la classe de représentations de A associée a p par la correspon-
dance de Kirillov, d’espace £,, et S, la représentation métaplectique associée.
On définit une représentation du groupe B, notée 7 ® S,T),, dans le produit
tensoriel de 'espace de 7 et de l'espace de T),, soit V; @ £, en posant :

Vo € R(q), Yy € A, (1 @ 5, Ty)(xy) = 7(z,0(2)) @ Syl 0(x))Tuly). (1)

Posons:

Tq,mb = Illdg(T R SuTy).

D’apres [4], 3.16, on sait que si b et b’ sont deux sous-algebres de type forte-
ment unipotent relativement a ¢, P(q)-invariantes, alors les représentations
Tgrb €t Ty - sont irréductibles et équivalentes. La classe d’équivalence de
ces représentations est la P-représentation de type Duflo w .

Soit, maintenant, X(q) = {7 € Y(q)/dr est un multiple de iqc(4)}.
L’orbite P.q sera dite admussible si X(q) # ©@. Les éléments de X (q) sont alors
appelés “parameétres d’admassibilité” de I'orbite. Le cas le plus favorable a cette
construction a lieu lorsque 'orbite envisagée est admissible.

Supposons G simple connexe et simplement connexe de rang supérieur
ou égal a 3 et plagons-nous dans le cas ou l'algebre de Lie g de G admet
une unique (G-orbite nilpotente coadjointe minimale et admissible O,y . Soit
(P;) une famille de sous-groupes paraboliques maximaux standards de G . On
vérifie que, pour chaque 7, O, contient une et une seule P;-orbite ouverte
dense, isomorphe a une P;-orbite coadjointe, et que chacune de ces P;-orbites
est admissible et de type unipotent. On peut donc associer a chaque P; une
famille 7; » de P;-représentations de type Duflo. On utilise ensuite un résultat
fondamental de Tits [12] selon lequel G est somme amalgamée de ses sous-
groupes paraboliques maximaux standard suivant leurs intersections pour en
déduire 'existence d'une famille 7, de G-représentations unitaires irréductibles.
1.2. La construction précédente repose, comme on vient de le voir, sur le fait
que les orbites considérées sont “de type unipotent”. Citons, plus généralement,
une paramétrisation de la représentation coadjointe due encore a Duflo ([4],
chapitre 1). En reprenant les notations précédentes, considérons une forme de
type unipotent g sur p et soit p(q) = t(q) " p(¢). On introduit les ensembles

suivants: .
L{q) ={A€p(@)" [ Np(a) = @ep(ar }-
D ={(q,\) | ¢ de type unipotent, A € L(q)}.
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Notons que l'opération “restriction” induit un isomorphisme de L£(gq) sur t(q)*
et que le groupe P opere naturellement sur D.

Soit maintenant (¢, A\) € D et b une sous-algebre de type fortement
unipotent relativement a g. Soit f € p* telle que:

flve = qves flo(a) = 9n(a)-

Duflo établit les résultats suivants:

La P-orbite P.f ne dépend pas des choix de b et f. On note O, x cette
orbite.

L’application (¢, A) — Oy x induit une bijection de D/P sur p*/P.
En particulier, si f est de type unipotent, P.f = Oy.

2. Les G-orbites nilpotentes de dimension 10 de g

2.1. On sait que l'on peut classifier les G -orbites nilpotentes adjointes a 1'aide
des partitions de l'entier 7 (voir, par exemple [3], ch.5 ). On constate ainsi qu’il
existe une seule Gg-orbite de dimension 10 associée a la partition (3,1,1,1,1).

La classification des G-orbites s’obtient aussi a partir des partitions de
7. A chaque partition, on associe un diagramme de Young "signé”, c’est-a-dire

7-7" gelon une regle

un diagramme dont les boites sont remplies de signes ” 4”7 ou
donnée par le théoreme 9.3.4 du ch.9 de [3]. Si I'on applique ce théoreme a la

partition (3,1,1,1,1), on obtient deux diagrammes:

_ + _

+ |+ |+

O1

+ o+ |+

X—m—nz + 6X7)2—7)1
4

Soit X, = , ¢ ==x1. On a de plus:

0. =GX., ¢ ==+1.
On notera f. 1’élément du dual g* de g correspondant a X. par la forme de
Killing K.

Posons:

Xi,e = Xpogny +6Xng—na,
Xoe=Xpymns +eXpymnas
X3 =X, +eX_,,.

Soit g(X.) le stabilisateur dans g de X.. On obtient:

9(Xe) = sla(ns) B (Xie, 1 <0 <3) @ np
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Proposition 2.1.
(1) Le stabilisateur G(X.) de X. dans G est donné par:

G(X.) = Ty2.G(X.)o.

(2) L ‘orbite O, est G-admissible et posséde 3—e paramétres d’admissibilité.

Preuve. 1) Soit H = Hy, 4y, + Hy,—y,. L’algebre g se décompose suivant
I’action adjointe de H en sous-espaces propres de la maniere suivante:

g=9(-2)39(0) ®9(2),9(-2) =ny, g(0) =mi S a1, g(2) =m

Soit G(0) le stabilisateur de H dans G. Ona: G(0) = M;.A1,G(0)o = (M1)o.As

la composante neutre de G(0). On obtient:
G(X.) =Tu2G(0)o(X.). Ny .
Choisissons pour ny la base (B) suivante:

1
EX—T)UX%—M + X—Tll—n37X—7)1—Tl2 + Xn2_771’

X—m -3 X—m-l-n:—w X—m —n2 T an—m :

Moyennant cette base, n; s’identifie & R°. Le groupe (M;)o agit de maniére
naturelle sur ny ~ R® et s’identifie & la composante neutre du groupe des
automorphismes de R® laissant invariante la forme quadratique définie dans la

base (B) par:

2 2 2 2 2
q(r1, 22,23, 04,5) = 2] + 15 + x5 — T4 — T}

Ainsi,

(My)o ~ SO4(3,2).

L’action de G(0)¢ sur X. est donnée par:
Vo € (Mi)o,z.exptH,, . X. = e_t(x.Xg).

Donc g(zexptH,, X.) = e"*'q(X.), et, comme le vecteur X, est non isotrope, il
s’en suit que: G(0)o(X.) C (My)o. Plus précisément on constate, en considérant
l'orthogonal de X, pour la forme ¢, que G(0)o(X;) s’identifie au sous-groupe de

S04(3,2) des automorphismes de R* laissant invariante la forme quadratique:

2 2 2 2
Gi(z1, 22,24, 25) = ] + x5 — ) — T%.

D'oit: G(0)o(X1) = SOL(2,2).

——

G(0)o(X 1) s’identifie au sous-groupe de SO4(3,2) des automorphismes

de R?* laissant invariante la forme quadratique:

2 2 2 2
Q—1($17$27~"€371‘5) = 2] + 23 + 23 — x5,
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D’ou: G(0)o(X_1) = S00(3,1). On en déduit bien le résultat annoncé.

2) On constate que:
]-—‘w2 N G<X1>0 = {1,’&1)4}, F1112 N G<X_1>0 = {1}

Il s’en suit que le stabilisateur G(X) possede deux composantes connexes tandis
que G(X_1) en possede quatre.

Soit t. = sla(n3) B (Xie, 1 <1 <3),(R:)o le sous-groupe analytique de
G d’algebre de Lie v. et R. = I'y2.(R.)o un facteur réductif de G(X.). Pour
déterminer l'extension métaplectique RZ, on vérifie que 'on peut identifier ny
a un sous-espace lagrangien L de g/g(X.). On constate ensuite que: Va €
R., x.L = L. On choisit une orientation L sur L et on pose: t(z)? =
€(E,x.z), ou €(E,E’) désigne 'orientation relative des lagrangiens orientés L
et I'. Suivant les définitions de [7], On en déduit que:

R? = {(z,t(z)),z € R.}.

On vérifie successivement que:

1) T2 s’identifie a un sous-groupe, noté I'y,2, de RZ, 'image de w
dans T2 étant (w?, —i).

2) Pour tout z de (R.)o,t(z)* = 1.

2

3) ((R.)o0)? possede exactement deux composantes connexes et z —
(z,1) définit bien un morphisme injectif de groupes, identifiant (R.)o a la com-
posante neutre de ((R.)o)®.

4) On a lisomorphisme de groupes suivant:
R ~T,2.((R:)o)?,

avec:

—— ——

Do N (R1)o)® = {(1,1); (w*, 1)}, Tue N (Ro1)0)® = {(1, 1)}

Soit x le caractere de ((R.)o)? et 74, le caractere de f‘;—;, définis respectivement

par:
x(z,t(z)) = 1,Va € (R:)o, x(1,—-1) = -1,
; € 1
7s.c(w?, —1) = exp —z'7rb(3 + )I( +6),s e N0 <s<3.
On en déduit que X(f.) = {75 ® x,0 < s <3}, d’ou le résultat. ]

2.2 Les P;-orbites associées a O.. Soit f;. la restriction de f. a p; et
r; + @& — p; Dapplication restriction.
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Proposition 2.2.
(1) Pour 1 <i <3, la P;-orbite P;. X, estl’unique P;-orbite ouverte, dense,
contenue dans Q..
(2) L’application r; induit un difféomorphisme de P;.X. sur P;.f; ..
(3) Chaque P;-orbite P;.f; . est P;-admaissible.
(4) La forme fi_ est de type unipotent, par contre, la forme f;.,1 = 2,3
n’est pas de type unipotent.

Preuve. 1) 11 suffit de montrer que O. contient une et une seule B-orbite
ouverte dense. Or on peut écrire:

B.X. = NyAiTy2(B N (My)o).X. C NyA T 2(M)o. X,

sachant que Ny.G(0).N; est un ouvert dense de G et que N; C G(X.); on
en déduit que le nombre de B-orbites ouvertes dans G.X. est égal au nombre
de (B N (My)o)-orbites ouvertes dans (Mj)o.Xc, ou encore au nombre de (BN
(M )g)-orbites ouvertes de 'espace symétrique (My)o/(Mi)o(X:). On utilise,
pour calculer ce nombre, les résultats de Matsuki ([8], Proposition 1),

Soit h11 =hNmy, hi; =hnmy(X.), Kf = KN (My)o(X.). Posons:
W(hi1) = {w € W/w(biy) = b1}, W(EKT) = Nk: (h11)/Z ks (b11).

On a: Whn)|
11
1((B N (Mi)o) \ (Mi)o/(Mi)o(Xe)) = Tmmmeery -
[W(ET])

Le calcul effectué dans notre situation montre que ce cardinal est 1.
2) Désignons par b. la restriction de f. a b, par r, : g — b* la projection
canonique, et montrons que ry induit un difféomorphisme de B.f. sur B.b., ce
qui revient a démontrer 1’égalité des stabilisateurs.

L’inclusion B(X.) C B(b.) est triviale. Il est donc clair que: BN
G(0)(X.) C B(X.) C B(b.).

D’autre part, soit b, la restriction de f. a ny. On a: B(b.) C
B(ben,) = BN G(0)(X:).Ny. Do

BN G(0)(X.) C B(b.) C BN G(0)(X.).N,.

Ainsi on a: B(b.) = BN G(0)(X.).Ny(b.). Comme Ny(b.) = {1}, on en déduit
I’égalité:
B(X.) = B(b.).

De ce qui précede on déduit que ’application restriction r; induit un difféomor-
phisme de B.X. sur B.f; .. Ces deux B-orbites sont, respectivement, ouvertes,
denses dans P;. X, et P;.f; ., ce qui induit le difféeomorphisme annoncé entre les
P; -orbites.

3) On constate l'existence d’un isomorphisme de g/g(X.) sur p;/p;(X.) qui
permet d’identifier les deux structures symplectiques correspondantes. On peut
donc considérer P;(X.)P" comme un sous-groupe de G(X.)?. Il s’en suit que la
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restriction d'un parametre d’admissibilité de O. a P;(X.)P" est un parametre
d’admissibilité de P;.X..

4) 11 suffit, pour la forme f; ., de considérer la sous-algebre by = pi(f1..) B m
et de constater que celle-ci est de type fortement unipotent relativement a f; .
pour conclure.

Soit bz = ma B nz. On vérifie facilement que cette algebre est coisotrope
relativement a fy . et qu’elle satisfait a la condition de Pukansky. Selon la
terminologie de Duflo [4], by est donc de type unipotent. Or elle n’est pas de
type fortement unipotent car by # p2(fa,c) + “b2. En utilisant le lemme 22, ch.1
de [4], on en déduit que f, . n’est pas de type unipotent.

On raisonne de la méme facon pour f; . en considérant, cette fois, la sous-algebre

bs = sla(n —n2) © (Hyy) B (Xng—n1s Xng—no) D 03 u

3. Une famille de représentations unipotentes associées a Oy ¢

La méthode de construction décrite dans le paragraphe 1 va nous permettre, dans
un premier temps, de faire correspondre a un triplet (O., 7, P;),1 < i < 3,7, €
Y(fie) , une famille 7. r; de P;-représentations unitaires irréductibles.

3.1. Considérons, tout d’abord, le cas du parabolique P;. Soit By . = R..Ny.
La formule (1), appliquée a cette situation, permet de définir un caractére p; .
de B . de la maniere suivante:

Vzr € RE7 ($,t($)) € (Ra)g’ YY & 111,’05’6(;6 exp Y) — TS’E(x)t(l.)e—ZifrfLs(Y).
Posons, dans ces conditions:
Tr;,s = Il’ldglls Ps,e

Cette représentation est une Pj-représentation de type Duflo, associée au couple
(fl,e; Ts,a) .

3.2. Puisque la P;-orbite dense n’est pas de type unipotent, on ne peut pas,
a priori, lui associer de Ps-représentation “de type Duflo” selon la méthode de
construction du paragraphe 1. Cependant on peut utiliser la paramétrisation de
la représentation coadjointe décrite dans ce méme paragraphe.

Soit fp l'élément de p3 associé via la forme de Killing a X_,, _,,. f2
est de type unipotent, la P,-orbite correspondante étant en fait la P;-orbite
dense de 'orbite minimale. On note RSL;(R) le revétement a deux feuillets
de SL;(R) et on rappelle, a ce sujet (voir [11], 3.3), que Ry = SLy(ns3) X
RSLy(n — n2) est un facteur réductif du stabilisateur P(f2) et que Rgz =
SLy(ns) x (RSLy(n1 —n2))P>. Soit Ay . la restriction de f, . a Ry. Suivant la
terminologie du paragraphe 1, on obtient:

Pz'f27€ = Of27)‘2,s -

Compte-tenu de cette situation on va construire des P;-représentations “de type
Duflo” associées au couple (f2,7), 7 € Y(f2) étant, d'une certaine maniere, lié
au parametre \; . de lorbite.
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L’extension (RSLa(m —12))P? a été décrite explicitement dans [11], 3.2,
en tant que sous-groupe de (RSLy(n1 —12))® ([11], proposition 2.3.1). On peut
dire, en particulier, que:

Un élément de (RSLy(m — n2))P2 s’écrit sous la forme (z,t(z)),z €
RSLy(nm —n2),t(x) étant une racine quatrieme de 'unité telle que:

t(wz) = —1. (2)
On peut identifier RSLy(m1 — n2) a un sous-groupe de RSLa(ny — n2)P2.

—

Un élément quelconque de Y(f2) est de la forme n ® 7 o 1 € SLy(n;3)
et 7 est une représentation unitaire irréductible de (RSLa(n; — n2))P? telle
que 7(¢) = —Id. A l'aide des rappels précédents, on constate que 7 est alors
entierement déterminé par sa restriction 7. a RSLy(n; — n2). Considérons dans

—

ce cas l'ensemble Z = {r ® 1/7, € RSLy(n1 —132)}. On peut, entre autres,
motiver ce choix par le fait que la restriction du parametre Ay . & SLa(n3) est
triviale. Z est inclus dans Y(f2), on peut donc utiliser la formule (1) et on
définit ainsi la représentation:

T2 = Indgz2 TR STy, T € Z,

ot

By = M3.N>.

o est la restriction de f a na.

Lo = (X, Xy tnss X )s L2 = exp lp, tg = e~ 2712,

T, = Indg; t2 est la Nj-représentation de Kirillov associée a g .

Sy est la représentation métaplectique de lextension R5? dans 'espace
de T5.

3.3. On procede de la méme fagon pour le parabolique P3. On note f3 1’élément
de p3 associée a X_, _,, par la forme de Killing.
Soit Ry = ['y2.exp RH,,.RSLo(r1 — n2) un facteur réductif de P3(f3) et A3 . la

restriction de f3. a R3. On montre dans ce cas que:

P3'f378 = Of37)\3,a'

On peut comme précédemment identifier Z a un sous-ensemble de Y(f3) et on
définit la représentation:

nt=Indp r @ S5.Ts,7 € Z,

ou:

Bs = Ry.expug,ug = n3 & (Xyy—nys Xyg—na) -

(3 est la restriction de f3 a us.

T3 est la Us-représentation de Kirillov associée a 3.

S5 est la représentation métaplectique de I'extension Rg?’ dans l'espace
de Ty.

3.4. La construction d'une famille de G-représentations unitaires irréductibles
a partir des P;-représentations définies précédemment repose sur le théoreme
suivant, dont la démonstration est en tout point conforme a celle du théoreme

2.4.2 de [11]:
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Théoreme 3.1.  Soit G un groupe simple réel déployé, conneze et simplement
conneze, de rang n supérieur ouw €gal a 3. Soit B un sous-groupe de Borel de
G, soit P; la famille des sous-groupes maximauz standards de G. Soit ©; une
représentation unitaire irréductible de P;. On suppose que:
(1) Pour tout i la restriction de m; a B est wrréductible.
(2) Pour tous 1,7 tels que 1 < i < j < n les restrictions de m; et ©; a
P; N P; sont équivalentes.

Alors il existe une représentation unitaire irréductible m de G, et une seule a
équivalence pres, telle que:
T p, = i, Vi.

Tout revient, donc, a étudier dans quelle mesure les P;-représentations
précédentes satisfont aux deux conditions du théoreme 3.1.
3.5. Nous noterons dorénavant Cy = RSLy(m — n2), Bo = I'y2.AgNg, So =
Ag.Ng. Pour répondre a la question posée, nous avons besoin de précisions sur
le dual unitaire de RSL,(R). Ce dual, selon des résultats bien connus a lire, par
exemple, dans [1], se décompose, en dehors de la représentation triviale, en trois
catégories:

La série principale.
La série complémentaire.
La série discrete et les limites de la série discrete, Dy, n € N*/2.

Intéressons-nous, en particulier, a la série discrete et aux limites de la
série discrete. L’ensemble des représentations correspondantes est paramétré par
*

I’ensemble des demi-entiers - Il nous faut préciser les espaces de réalisation

utilisés dans chaque cas. Supposons tout d’abord n € N*/2,n > 1 et soit
P ={:€C|Im(:) >0}

le demi-plan de Poincaré. Posons:
0,, = {f, analytique sur P, telle que / |f(2)|?y" " *dedy < +o0}.
P

©, est un espace de Hilbert dont le produit scalaire est donné par:

_T(n—-1) —
V.0 €O < fg>= ) [ A ey,

D’autre part, on rappelle que le groupe Cy peut se réaliser de la maniere suivante :

Co={(g9,9¢),9 = <(z Z) , ¢ holomorphe sur P telle que ¢(2)* = ¢z + d}.

On fait agir Cy sur 0, par la formule:

dz—b

a — Ccz

(9, ¢) € Co,Vf € On, Dnlg,¢)-f(2) = (a = cz) " f( )-
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Les D,,n > 1, forment la série discrete holomorphe de Cy.

Soit O_,, = {f | f € O,}. Co agit sur O_,, par:
dz —b

a — Ccz

V(g,9) € Co,Vf € O_n, D, (9,0).f(2) = (a —cz) " f( )-
Les D_,,,n > 1, forment la série discrete anti-holomorphe de Cj.

Considérons maintenant le cas n = 1. Posons:
1
©1 = {f analytique sur P, telle que €1i_rr>10 mﬁ f(2) 2y~ "*dudy < +oo}

O ={f|fe6:}

Ces espaces sont des espaces de Hilbert, leurs produits scalaires respectifs se
déduisant, comme précédemment, de la définition de ©1. Le groupe Cy agit sur
ces espaces selon les mémes formules que celles qui définissent D4,,n > 1 . On
note Dy et D_; les représentations correspondantes.

Restent les cas n = :i:%. La représentation D% est la composante paire

de la représentation métaplectique, dont un espace de réalisation est L*(R**).
On pose: 6% = 0_1 = L*(R*™*). On rappelle les formules qui décrivent De:

Vf € L3 (RY),Yu € R, Dg (g, —yy (u)). f(2) = €700 (1),
D%(hﬂl—n2<eu)>'f<t) = e%f<teu)7

—iTme

D%(w).f(t) =e 4 /e_zi”Eth(;v)dx.

Les Dy, n € {:l:%, +1}, sont les limites de la série discrete de Cj .

3.6. Soit n € Tak > 1. Considérons les espaces suivants:
LE(RT*) = LA R™*, (2¢)" ' dt)

On définit les opérateurs:

Vfe Li(R-"*),‘v’z c P,L/Jn(f)(Z) — / BZi”th(t)(Qt)"_1dt,
R+

Vfe LX(RT%), Ve e RT 0l (F)(t) = (2t) 5 F(V/21).

On vérifie que 1, est une isométrie de L(R1*) sur ©,,, que 1, est une isométrie
de L*(R**) sur L2(R**). En conséquence, posons:

Tna(f)(2) = ¢n o ¥ (f)(2)
:/ TS f(#)dt, 0> 1,
Rt
Tn~1(f)(2) = Tna (f)(2), n > 1,
I,.=1Id

En utilisant [5] théoreme 13.1.1 on obtient le résultat suivant:
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*

Proposition 3.2.  Pour tout n € - In,e, ¢ = £1, est un opérateur unitaire

de LZ(R+*) sur O, . Faisons agir le sous-groupe de Borel By sur LZ(R+*), selon
les formules suivantes:

Sy o (w)).F(£) = 7™ f(1),
Se sy (). () = €3 f(te"),
Sea(w?).f(t) = 7y (w?) f(1).

Le résultat qui suit se vérifie immeédiatement.

*
Lemme 3.3. Soit n € - - Lopérateur I, . entrelace S. , et la restriction
de D., a By si et seulement si:

n= s@+e)+(1+e) mod(2).
4

On notera dorénavant:

* 1+4+¢
\VIG 0<9<3D53—{D6nan€N77 n = (3+€)I< + )

mod(2)}.

3.7. Considérons maintenant les représentations =
k)

restriction a Py N Py. Pour cela posons:
R - RE N P2 = szsLQ(T/g>

312 == BLE N P2 == RN1 Biz == BQ N P1 == R'eXpRHT)1—772'N127 Ofl
N12 = exp N2 et N2 = nqy 4+ noy.

L’orbite B.X. est ouverte et dense dans G.X., il en est donc de méme
dans P;.X.. Il s’en suit que R..B est un ouvert de Zariski de P;. Comme
B . contient R.,l'’ensemble By ..P; N P, contient donc un ouvert de P; dont le
complémentaire dans P; est une sous-variété de codimension supérieure ou égale
a 1. De ceci on peut déduire que:

2

et w7 et étudions leur

1 PinP,
Te,s|PLAPy = Ind312 (Ps,sle>-

En utilisant le procédé d’induction par étages on en déduit I’équivalence:

1 PinP.
T S| PinPy — IIld i Q(Il’ld (1057S|312))'
De maniere tout a fait analogue, on montre que:

2 — TagPinP2
TrlPinpP, = IndB;2 (T® 52-T2)|B{2

Tout revient a établir ’équivalence entre les deux représentations Ind (,0(g 3|312)
et (1 ®9S,. T2)|B/ . Pour cela posons: B”15 = R.expRH Nl, pulq fe,s =
dB 12

n—nz-
pe,s. Lareprésentation {. s admet une réalisation dans l'espace L? (R+*)
selon le modele sulvant:

In
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Soit He s lespace de {. s en tant que représentation induite et soit
¢ Hes — L*(RT*), défini par:

o(F)() =172 f(j (1)), avec j(t) = exp(—Int.Hy _p,).

On vérifie sans difficulté que ¢ est un opérateur unitaire d’inverse donné par:
Vf € CO(R"), 07 (F)(i(H)7) = pesla)™ #2.f(1), V2 € Bua.

Les formules de la représentation sont les suivantes:

e (P —n,(€")).F(t

)
€es(@ny —no (1))
£, S(w2

es().

)-
)
).
)

2f(te )
—zfreut f(t),
se(w?)t(w?) f(t),
f( ),V € SLa(ns3),

e—lﬂ'uf()
f(t),a =mni,m £ ns.

t
t
t
t
t

f(t) =
f()
f(¥)
f(¥)
f(#)
f(#)

5678(In1+772(u>
{e,s(a(u)

Le groupe By peut se décomposer ainsi: B”19 = (R x Sp).Ls.

Soit t.(expY) = e~2mfe(Y) le caractére de Ly. Les formules précéden-
tes permettent alors de montrer que:

é&,s = t'SE,S ® te,
BI
IndBij Pe,s IndB,17212(t.55,3 ®te.).

(t: 2 — t(z) estlafonction utilisée dans la définition des éléments des extensions
métaplectiques correspondantes et on a pris soin de prolonger ¢.5. s a R.Sp en
posant (t.S. 5)(z) = t(x).Id, Yz € SLs(nz).) On désignera par V. l'espace de
cette représentation.

Considérons maintenant la représentation (7 ® SQ.T2>|B12 et faisons,
dorénavant, I’hypothese suivante:

(Hs) : 7 € D, s.

Posons:
F=A{f: Ny — LA R |f(nl) = t-(1)"  f(n),Vl € Ly,¥n € Ny,

[ 0 Bagare o < +oc)
No/Lo
La représentation (1 ® Sg.Tg)|Bi2 se réalise dans F par:

(1 ® S2.1%)(y).f(n) = f(y_ln),\v’y,n € N,
(1 ® S2.Ty)(z).f(n) 557S(x).t(:v).f(x_1nx),‘v’:1: € R.Sp,Vn € N,.
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Posons v = Indgi;(t.se’s@te),’y' = (T@SQ.TQ”B;Q. Soit maintenant 6 : V, . —
F défini par:
0(f)(n) = f(n),Vn € Ns.

Montrons que 6 entrelace v et ~'. En effet, on peut écrire:

Vy,n € No, 0(y(y).f)(n) = fly™'n) =~ (x)8(f)(n),
Vz € R.So,0(y(z).f)(n) = f(z7'n),

= f(a:_ln.mc_l)
= SE’S(m)t(m)f(m_lnm)
/
— (2 (m).
Ainsi, sous I'hypothese (H,), les restrictions de 71';’5 et 72 & P; N P, sont bien
équivalentes.
On peut établir suivant une méthode tout a fait analogue les mémes

résultats pour les restrictions a Py NP3 ou P,NP3 des représentations concernées.
On a donc le résultat suivant:

Proposition 3.4.  Soit s € {0,1,2,3}, soit 7 € D. 5. Alors, les restrictions
de wb w2 et 71',?1 auz paraboliqgues Py N Py, Py NP3, ou P, NP3 sont deuz a deux

e, 50 tr
,
équivalentes.

Proposition 3.5.  Soit s € {0,1,2,3}, soit 7 € D, ,. Alors la restriction d
B de 77;8,7772_ ou w3 est irréductible.

! . On constate que la forme b, est de

Preuve. Il suffit de le vérifier pour 7 .
type unipotent et on montre facilement que la restriction a B de 71';’8
qu'une B-représentation de type Duflo associée au couple (74 rnp,b:). Elle est

donc bien irréductible.

n’est autre

3.8. Compte-tenu des propositions 3.4, 3.5 et du théoreme 3.1, on peut main-
tenant énoncer le théoreme suivant:

Théoréme 3.6. Soit ¢ = 1,5 € {0,1,2,3} et 7 = Doy € D. 5. Il eaiste
une représentation unitarre wrréductible de G, notée 7. s n, unique a équivalence
pres, telle que:

7T€787Tl|P1 - 775757

_ 2
Te,s,n|Py — Ty
_ .3
Te,s,n|Pg = Tr-

3.9. Il est important pour la suite de pouvoir décrire explicitement la représen-
tation 7. . On remarque pour cela que G est engendré par Py et w, si bien
qu’il suffit de déterminer 7. s n(z),Vz € P; et 7o s n(w).

Soit 81 = (Hp, —pos Hyy 4y Xnos Xyo—nss Xyotns) e sous-algebre supp-
lémentaire de by . dans pq, et Sy le sous-groupe analytique de G correspondant.
L’ensemble S7.Bj . est un ouvert de P;. Posons ensuite: V(a,b,c,t,u) € R® x
R* x RT*,

1—e(t) ), 1 t

Jila,bye tu) = Wy —ns ’n1+n2(t>$n2—n3(a)$nz+n3(b>$nz (C>hn1—n2(a)v e(t) = m
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spOn constate que 'ensemble jl(R3 x R* x R+*).Bl’5 est un ouvert de P; dont
le complémentaire dans P; est une sous-varieté de codimension supérieure ou
égale a 1. Soit alors Jy(f) = fojy. Il s’en suit que Jy est un opérateur unitaire
de I'espace H. 51 de 7r;7 sur L?(R?® x R* x R**), d’inverse défini par:

S

Vf € C?O7vx € Bl7J1_1(f>(j1(a7bvc7t7u>‘r> = 51($)%.p575($)_1.f(a,b,c,t,u),

ot é; est la fonction module de Py relativement & By ..
On peut donc réaliser F;’S dans l'espace L?(R* x R* x R**) et on obtient
les formules suivantes pour un systeme de générateurs de Py .

Proposition 3.7. Soit f € L*(R?® x R* x R™*),(a,b,¢,t,u) € R® x R* x
RT*veR. On a :

_ eirre(t)(02—}-al')—€u2)Uf(a7 b, ¢, t, u))
= f(ae’, be", ce”, t,ue”),
=70 f(a,b,c,t,u),

( )
)L )
( )
(a,b,c,t,u) = fla — %,b,c,t,u),
( )
( )
( )

= f(a,b —v’a — 2vce(t), ¢ + vae(t), t,u),
= f(a — v*b + 2vce(t), b, c — vbe(t), t,u),

7T5757n(x—773

7T57'51n<x7]3_7]2 v f a/, b, C,t,u =
/\s(va 1, a) a b— Ut(62 + ab)
ac,at, au
1 —”taﬁf(ll —vta|z’ |1 —vtalz );
avec
As(U,t,d) — e—is% 1—6(12—1)ta) (_1)(2—E(t)+e(v))4(1—e(1—m:a))7 o M

11— vta|z

Les calculs qui permettent d’obtenir ces formules sont analogues a ce qui a été
fait dans [11], Prop. 3.5.2 et 3.5.3; nous ne les reproduirons pas ici.

Décrivons maintenant la réalisation de 7, , ,(w) dans LZ(R3 x R* x R+*). Soit
J2(t) = 71(0,0,0,¢,1). L’ensemble j;(R*.B;) est un ouvert de P, dont le
complémentaire est une sous-variété de codimension supérieure ou égale a 1.
L’opérateur J”3 : f — f 0 ja est un opérateur unitaire de 'espace H, o de w2
dans L*(R* V), ot V, est espace de la représentation Ty. Soit ry : f —
ro(f)(a,b,¢) = f(j1(a,b,e,1,1)). 7y est un opérateur de V3 sur L?*(R3 V),
Vi étant l'espace de 7. Ainsi on peut réaliser par transport de structure 7,
dans lespace L?(R*, L*(R3,V,,)) & laide de Dopérateur Jj : f — Jo(f)(t) =

ro(f 0 j2(t)), dont I'inverse est donnée par:

T, () Ga(#)) = 8a(2) 7 (7 @ S2.Ta)r; ' (£(1)), Vo € Ba,
ry ' (F)(G1(a,b,e, 1, 1)1) = to(1) "' f(a, b, ¢), VI € Lo,
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ou 0y est la fonction module de P, relativement a Bs.
A Taide des opérateurs 7, . on peut donc réaliser 72 dans l'espace

L*(R*, L*(R3 L*(R**))) en utilisant Popérateur:

Jome(f)(E)(a,b,¢) = I (J3(f)(t)(a, b, c))

Soit enfin l'opérateur ¢ : L?(R*, L*(R3, L*(R**))) — L*(R® x R* x R™*) défini
par :

e(f)a,b,c.t,u) = f(t)(a,b,c)(u)

Lemme 3.8. L application canonique @ est un opérateur unitaire qui entrelace

les restrictions de 775 s et a PNk,

Preuve. La preuve de ce résultat est conséquence de la détermination explicite
d’un opérateur d’entrelacement entre les représentations Indgi pes €t (T ®
52.T2)|312. Pour cela on suit le procédé déerit dans [11], 3.5.1. [ |

On obtient finalement une réalisation de 72 dans L*(R?® x R* x RT*),
notée de la méme facon, par la formule:

Vo € Py,m2(z) = poJyp.omi(a )on’Tll’E op L.
Proposition 3.9.  Soit f € L*(R® x R* x R™), (a,b,c,t,u) € R®* x R* x R**.
On a:

Te,sn(w).fla,b,e,t,u) =
e—ige(t) .
/ e me b B2 (1 (w). fula, B,7,1))(u)dadBdy,
R

avec

Tsyn(w) =T 1o T(w) 0Zpe.

n,e

fela,b,c,t) est élément de L*(RY*) défini par:

fila,bye,t)(uw) = fla,b,c,t,u).

Preuve. Pour établir cette formule on utilise une méthode analogue a celle

de [11], paragraphe 3.5.3. |

3.10. Il reste maintenant a établir que la représentation 7. ,, répond bien au
probleme posé, a savoir qu’elle est associée a l'orbite Oqq .

Soit E = L*(R*x R* x R**) | E> D’espace des vecteurs C*> de E pour
la représentation de ’algebre enveloppante Ulgc)
o5, dans Ulac).

On notera V(J. s n) la variété des zéros dans ge de l'idéal gradue associé dans

la représentation 7. 4, 775 -

dans E° induite par 7w 4, et soit J.,, 'annulateur de x2°

I'algebre symétrique S(ge) a l'idéal J. 5.
La représentation 7. ,, sera dite associée a l'orbite nilpotente Oqo,c si
l'on a:

V(Ja,s,n) - OlO,C
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Rappelons d’autre part que, d’apres un résultat obtenu indépendamment par

A.Joseph [6] et W.Borho-J.L.Brylinski [2], tout idéal primitif de U(gc) a pour

variété des zéros la cloture de Zariski d'une et d’'une seule orbite nilpotente. De

ceci on déduit que 7. 5, est associée a une orbite nilpotente de gc, soit O. s x.
Nous savons, de plus, que:

GKdim(U(ge)/Jzsn) = dim O. ¢ .

(GKdim est la dimension de Gelfand—Kirillov.)

Soit Jicsn = Jesn N U(py,c) I'idéal annulateur de la représentation
772;5070”. En utilisant [4], théoreme 4.16 et proposition 4.13, on a:

GKdim(U(p1,c)/J1,5,n) > 10.

L’injection naturelle U(py,c) — U(ge) induit une injection de U(p1,c)/Je s,n
dans U(ge)/Ji,e,s,n- Do

GKdim(U(ge)/Jzan) > 10. (3)

On va en fait montrer que cette mégalité est une égalité, ce qui, compte tenu de
ce qui precede et du fait qu’il n’y a qu’une seule orbite de dimension 10 dans
gc, aboutit au résultat souhaité.

Tout repose maintenant sur la proposition suivante dont ’analogue dans
le cas minimal est dit a P.Torasso ( [13], Prop.6.2). On rappelle que si X est
une variété algébrique affine irréductible complexe lisse et D(X) algebre des
opérateurs différentiels réguliers sur X, alors D(X) est un domaine d’intégrité

et on a: GKdim(D(X)) = 2dim X.

Proposition 3.10. Il existe un espace vectoriel complexe V' de dimension 5,
un ouvert affine U de V et un morphisme d’algébres:

Ds,s,n : U(QC) — D(U>

tel que J. s n=ker D, s,

o0

Tout revient en fait a déterminer la représentation #2< , , ce qui revient
17

a déterminer ﬂ—ao?s,n(X> pour X € py et 772?57”()(”2_,,1).

Soit E{° T'espace des vecteurs C'™ pour la restriction de 7.5, a P; .
Cette restriction est une représentation induite et on est dans la méme situation
que celle décrite dans [13], paragraphe 6. On rappelle a ce propos les deux

résultats suivants:

Lemme 3.11. ([13], Lemme 6.10) Soit G un groupe de Lie, p une représen-
tation continue de G dans un espace de Banach E, Q une variété C™ et
¢ : Q — E une application a valeurs dans le sous-espace E des vecteurs
C® de E pour p qui est C°° pour la topologie de E°. Alors Uapplication:
D:Q x G— E>®, définie par: ®(z,g) = p(g).¢(x), est C.
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Lemme 3.12. ([9], Th.5.1) Soit G wun groupe de Lie d’algébre de lie g,
U(gc) lalgébre enveloppante de gc, H un sous-groupe fermé de G, m une
représentation unitaire de H d’espace H, p = Indgﬂ' la représentation induite
d’espace H, et H® l'espace des vecteurs C de H,. Alors H est 'espace
des fonctions ¢ € C®(G,H) telles que, pour tout a de U(ge), a.p € H,. St @
est dans H°,
De plus, on a:

alors elle prend ses valeurs dans Uespace des vecteurs C'*° de .

Va € Ulge), pla)y = a.¢

(a.p désigne I'action usuelle de a sur ¢ en tant qu’opérateur différentiel agissant
sur C®(G,H)). De ceci on déduit le résultat suivant, analogue a [13], Lemme

6.12:

Proposition 3.13.  On a: E{® C C®(R?® x R* x RY*). Il eziste un unique
homorphisme d’algébres: D, 4, : U(p1,c) — D(C* x C**) tel que:

VSO S Efovva € U(pl,C)vﬂfs,n(a)'so = Dg’s7n(a).99.

D’ailleurs des calculs de dérivation simples donnent les formules suivantes
pour un systeme de générateurs de py .

Proposition 3.14. Soit f € E°, (a,b,e,t,u) le systéme de coordonnées
canonique dans R® x R* x RT*. On a:

7Teoos n(XTh—Uz)'f = iﬂ—e(t)(cz + ab — 6u2).f,

o of  ,o0f = of = Of
ﬂ—E’S’n(HWl—le)'f = a% + b% + CE + u%a
co 10f
TFEzS:”(XTD_n?,)'f = _;%7

7% (X, ) f = ae(t)g—]cc — 2ce(t)

o _ e of
TFE,S,TL<X_7]3)'f - be<t) ac 206(t> aa’
df at 3 of ,of = of  ,0f , Of
o o 2,¢s  Gr 9 Z L - - —
memn(Xamna)of = =g+ 5 G oG by oo e tUan)

of
b’

o0

Il reste a déterminer l'opérateur 725 ,(Xy,—y, ). On utilise pour cela la

formule suivante:

T(-EO,OS,TL(XTIQ_nl) = _7'(-5’57”(7.1)) o TFEO,OS,TL(an_nQ) 0 7r6757n(w_1)'

Soit E3° l'espace des vecteurs C°° pour la restriction de 7.5, a Pp. Cette
restriction est une représentation induite. A ’aide des lemmes 3.11 et 3.12, on
obtient:

ES° C C°(R?® x R*, L}(R1*)>).

ou LQ(R+*)°° désigne 'espace des vecteurs C'>° de 7. 5.
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D’apres [10], théoreme 5., on a: L*(RT*)* C C®(R**) et donc:
ES° C C°(R?® x R* x R*¥).

Maintenant des calculs simples de dérivation sous le signe intégral donnent:

2
Vf S E2007 @(We,s,n(w).f) = _47‘—2778,5,n(w)(62.f)7
o2 ,
m(ﬂ'a,s,n(w).f) = —m 7 5 n(w)(ab.f).

On adoptera pour la suite la notation suivante: p,(f)(u) = u”.f(u),n € Z, f
étant une fonction quelconque. A 1’aide des formules précédentes, on aboutit au
résultat suivant:

VF € B (7 (Knam)-F)e = VL AF)  imelt)epis e

avec 62 82
A=_— 4 ——r n,e
Oc? * 0adb’ H2,n,

Tout revient finalement a déterminer 'opérateur g p ..

= Ten(w) o pg 07 p(w™).

Considérons le cas ¢ = 1 et supposons, tout d’abord, n > 1.
Pour tout g de L*(R**)*>°, on a:

p2n1(g) = In_j or(w)oZ, 00 In_j o T(w_]) 0Zn1(9).

On suppose, tout d’abord, que g appartient a 'espace C°(R**) des fonctions

1

C> sur R™* & support compact. Soit § lopérateur suivant: §(g)(u) = —g'(u).
u

Les deux formules suivantes ont bien un sens et se vérifient facilement:

0 .
5, Ln1(9) = 17 Tn 1 0 pa(g) (4)
9 . 1y, , 2 9
V6 € Ouns m(w)(Lr(w)B)(2) = nd(z) + 2 2(2) (5)
0z 0z
Ainsi on a:
1 —1 a -1 s N
p2ni(g) = —Tpyom(w)(o-[(r(w™") 0 In,1(g)]), d'apres (4)
n.,__ 1 0 .
= —(Zoa 0 m)(Za(9)) + —(Tyy 0 p12)(5-Tn1(9))], d'apres (5).
On a par ailleurs les formules suivantes:
; 3
Ve e P nToa(9)() = 5o ((n = 5 Tunli29) + Tua 06(g))  (6)
, 0 i 3 3

o Tna(9)(2) = = (0 = 5)*Tn (1=29) + (1 = 5)(Zn,1 0 8(9)))
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Hn— g)[gzm (11=29) + Tn1 0 6()] + 3T 06(9) + Tun(g”).  (7)

On en déduit ainsi que:

o (@) = 2510 = ) = DI g (a). ®)

U

Comme d’aprés [10], théoreme 5, 'espace C>°(R1*) est un sous-espace dense de
L?(R**)* | la formule (8) reste valable pour tout g de L*(R**)*°. Les calculs
classiques sur la représentation métaplectique permettent de vérifier que cette
formule reste vraie pour n = % D’ou:

Y € B 7% X)) = DD Af4 Let)n 2 ) D) (e 2L (9)

—e
™
Il est clair que 'on peut établir des formules totalement analogues pour l'opéra-
tenr 72 ;o (Xpamn, ) -

Soit U = C* x C*2. Cest un ouvert affine de I'espace vectoriel complexe
C5. D’autre part on sait que E>® C Ef® N E$°. La proposition 3.13 et la formule
(9) permettent de définir les opérateurs différentiels D, s n(a),a € U(pi,c), et
D, s n(Xp,—y, ) appartenant a D(U) et tels que:

\VILP E Eoo’f]rg’o's’n(a)_(’o = Devszn(a)'(p’ Va E U<p11(c)’
W?ﬁe,n(an—m )'5‘9 = D€73’n<X772—771 )'9‘9'

On sait par ailleurs que l'action de D(U) sur lespace des distributions sur
R?® x R* x RT* est fidéle et continue. On en déduit donc l'existence d’un
morphisme d’algebres, D. s ,, de U(gc) a valeurs dans 'algebre D(U) des
opérateurs différentiels réguliers sur U et il est clair que ce morphisme a pour
noyau 'annulateur J; 5, ce qui démontre la proposition 3.10.

Comme GK dim(D(U)) = 10, on en déduit que:
GK dim(U(gc)/J=,s.n) < 10,
ce qui implique ’égalité, d’apres (3). D’ou le résultat suivant:

Proposition 3.15.  Soit ¢ = £1,s € {0,1,2,3}, D.,, € D. 5. La représenta-
tion e o n est associée a lorbite Oioc.

4. La restriction a G des représentations minimales

de SO(4,4) et SO(5,3)

——

4.1. Soit G4 = SO(4,4),91 = so(4,4). Le plongement de gy dans g s’effectue
de la maniere suivante:

En reprenant les notations de 0.2., on considere la base usuelle H;,1 <
1 < 4, d’une sous-algebre de Cartan h; de g contenant f, le systeme de racines
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Ay ={+e;+¢e;,1 <i<j<4}. Le plongement de g dans g1 est donné, outre
I'inclusion naturelle § C by, par:

X:i:ni:i:nj = X:i:Ei:l:&‘ja ]- S L <] S 37
Xm = X€i+54 + XEi—547 1<4<3,
X =Xeiqe, + Xy, 1 <23

4.2. Désignons par O1 min la G1-orbite nilpotente minimale.

Proposition 4.1. La Gi-orbite O1 min contient une et une seule G-orbite
ouverte dense de dimension 10, et cette G -orbite est un revétement d’ordre 2 de

Or1.

Preuve. Posons: V7 = X1+ (X., ., —X_.,_-,). On vérifie que Y; appartient
a O1 min. On constate tout d’abord que g(X7) = g(Y7) et donc que la G-orbite
G.Y; est de dimension 10. Le fait que cette orbite soit dense dans Oy min se
démontre de la méme facon que dans la proposition 5.1.1 de [11].

Le plongement de g dans g induit, par passage au dual et via la forme
de Killing, une application G-équivariante et surjective j de g; dans g et on
constate que j(G.Y;) = G.X1 = Oy. Par ailleurs le calcul des stabilisateurs
donne:

G(Y1) = (w").G(Y1)o, G(X1) = (w?).G(X1)o.
Comme G(Y1)o = G(X1)o, le résultat s’en suit. [

Venons-en a la projection de Oy min sur les paraboliques standards de
G. Pour cela, nous désignerons par & 1’élément de g7 associé a Y7 par la forme
de Killing. On constate que la restriction de §; a p;,1 <5 < 3 est égale a f; ;.
En utilisant les mémes techniques que celles introduites dans la démonstration
de la proposition 2.2 on obtient le résultat suivant:

Proposition 4.2.  Pour tout j € {1,2,3}, la Pj-orbite P;.Yy est 'unique P;-
orbite ouverte dense contenue dans G.Yy, et cette Pj-orbite est un revétement
d’ordre 2 de Pj.fj1.

4.3. Soit 71 min la représentation minimale de G;. L’existence de cette
représentation est assurée par les travaux de P.Torasso ([13]). Sa construction,
qui repose sur la restriction aux paraboliques standards, est identique a celle
réalisée pour la représentation minimale de G dans ([11]). Intéressons-nous a la
restriction de 7y min aux paraboliques P;.

La restriction & P;. On a défini au paragraphe 2 les groupes By .. On vérifie
tout d’abord que:

P
T, min|P; = Ind(éﬁ,j}o P1,

ou p1 est le caractere de (B 1)o, trivial sur son facteur réductif et égal a e~ 2imfia

sur Nl. D’ou:
T i ~ Ind5' (Ind ! )
1,min|P; Bi1 (B1,1)o P1

On constate enfin ’équivalence: Ind?é’;l)o p1 =~ pio @ pi,1. Alnsi on a:

1 1
T1,min|Py = T10 D T
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La restriction a P,. On procede, pour étudier cette restriction, comme dans
([11]), paragraphe 5.2. On note, respectivement, ST et S~ les composantes
paires et impaires de la représentation métaplectique de RSLy(R) et on obtient :

T1,min| Py ~ :[Ildgz2 S+ ® SQ.TQ @ :[Ildgz2 ST ® SZ.TZ.

On sait par ailleurs, suivant la terminologie introduite dans le paragraphe 3, que

S+=D% et S_zDg. Donc on a:

2 2
7T'l,m1n|P2 ~ 7TD1 69 7TD3 .

[N
N

La restriction & P;. On obtient pour les mémes raisons:
3 3
T1,min|Ps =7p, GBﬂ—Ds'
3 5

La représentation 7y min se réalise dans I'espace F' = LQ(R3 X R*z) et on obtient,
sutvant la méme méthode que celle décrite dans 3.9., des formules explicites. Soit

7, 1 et m s les deux représentations de G obtenues par amalgames respectifs
1,1 1,3

12 3 12 3 it
de (771,077TD1_77TD1_> et (771,177TD§77TD§>' Soit:
2 2 2 2

F,={f € F/f(a,b,c,t,—u) = f(a,b,c,t,u),¥(a,b,c,t,u) € R* x R**}.

F,={f € F/f(a,b,c,t,—u) = —f(a,b,c,t,u),¥(a,b,c,t,u) € R* x R**}.

On vérifie que F}, est stable par m; 1 et que F; est stable par 7y 3. On aboutit
o) 13
alors au résultat suivant:

Proposition 4.3. La restriction ¢ G de la représentation minimale de

SO(4,4) n'est pas irréductible. Elle se décompose en facteurs irréductibles dans
la famille (7. sn) et on obtient :

T min|G = 10,4 © T4

4.4. Soit Gz = SO(5,3). La restriction a G de la représentation minimale
T2,min de G2 s’étudie de maniere tout a fait analogue; nous en passerons les
détails. Désignons par Oz min la G2 -orbite nilpotente minimale.

Proposition 4.4.  La Gy-orbite Oy min contient une et une seule G-orbite

ouverte, dense, de dimension 10, et cette G-orbite est un revétement d’ordre 2
de O_q.
Proposition 4.5. La restriction ¢ G de la représentation minimale de

SO(5,3) n'est pas irréductible. Elle se décompose en facteurs irréductibles dans
la famille (7. sn) et on obtient:

T2,min|G = To11,5 DT_13,%-
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