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EN ENLEVANT D’UNE BASE ADDITIVE
UNE PARTIE INFINIE

BruNO DESCHAMPS et GEORGES GREKOS

Résumé: Dans cet article, nous montrons que si A est une base additive d’ordre
h > 2, alors il existe une partie infinie A, de A telle que A\ A soit une base d’ordre

inférieur ou égal & h? + h.

Abstract: In this article, we show that if A is an additive basis of order h > 2,
then there is an infinite subset Ao, of A such that A\ Ay is a basis of order less than or
equal to h2 + h.

1 — Problématique

Si A désigne une partie de N = {0,1,2,...} et h un entier, h > 2, on note
hA lensemble {x1 + -+ =z}, | x1,...,x, € A}. Soient A et B deux parties de N;
on écrira A ~ B, si la différence symétrique AA B est finie. On dit qu’une partie A
de N est une base additive (ou base asymptotique ou ensemble de base — dans
cet article on dira plus simplement base), s’il existe h € N* tel que hA ~ N.
Le plus petit entier h € N* vérifiant hA ~ N est alors appelé ordre de A et noté
G(A).

Une base A peut contenir des éléments a € A tels que A\ {a} ne soit pas une
base. On notera par la suite A* ’ensemble des éléments a € A tels que A\ {a} soit
une base. Si X désigne un ensemble, on notera | X| son cardinal. Dans [Grel],
une généralisation d'une idée de [EG| prouve que le nombre des éléments a € A
pour lesquels A\ {a} n’est pas une base, est fini: il est majoré par l'ordre de la
base. La meilleure majoration possible (a la constante multiplicative pres) a été
trouvée dans [DG].
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Il résulte des travaux précédemment cités que si A désigne une base quel-
conque, on peut retirer & A certaines parties finies de cardinal aussi grand que
I’on veut sans perdre la basicité: pour tout entier £ € N, il existe une partie
F C Aavec |F| =k telle que A\ F soit une base. Bien sir, 'ordre de la nouvelle
base peut augmenter, parfois de beaucoup. On pourra consulter [Gre2], [Nth2]
et [Jia] a ce sujet.

L’objectif de cet article est de montrer qu’il est en fait toujours possible, pour
une base A donnée, de trouver une partie infinie B C A telle que A\ B reste
une base. Ce résultat avait déja été remarqué pour quelques cas concrets, par
exemple celui des carrés (cf. [Zol, p.212, Satz 2(b)]). Nous montrons, en fait,
plus précisément le

Théoréme. Si A est une base d’ordre G(A) < h, alors il existe une partie
infinie A, de A telle que A\ A soit base d’ordre inférieur ou égal & h® + h.

Apres quelques commentaires nous posons en fin d’article quelques questions
relatives a la notion de minimalité pour une base. Nous tenons a remercier le
rapporteur de cet article pour les commentaires et remarques qu’il nous a adressés.

2 — Preuves

2.1. Preuve du théoréme

(2.1.1) Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
A:{a020<a1<a2<-~-} .
En effet, la basicité et 'ordre sont des notions invariantes par translation.

(2.1.2) Soit ng > 0 tel que tout entier n > ngy appartienne & hA. Remarquons
que si a et a’ sont deux éléments de A tels que a > 0 et @’ — a > ng, alors
a' —a € hA et donc a’ s’écrit sous la forme o’ = a+xz1+---+xp ot z; € A\ {d'},
1 <i < h, et par conséquent a’ € (h+1)(A\ {da'}).

(2.1.3) Soit ko tel que ag, — a1 > ng. La remarque (2.1.2) permet d’assurer
que, pour chaque entier j > ko, il existe un h-uplet (z;1,...,2;5) (que nous
considérerons comme fixé a partir de maintenant) tel que

(R;) aj = a1 +Tjn 4 A T

avec zj; € A\ {a;} pour tout 1 < i < h.



EN ENLEVANT D’UNE BASE ADDITIVE UNE PARTIE INFINIE 125

(2.1.4) Nous allons déterminer les éléments de la partie

de A par récurrence. Nous nous servirons, a chaque étape, du

(2.1.5) Lemme. Soit E un ensemble de h éléments de A, tous supérieurs ou
égaux a ay, et J un ensemble infini d’indices supérieurs ou égaux a ko. Il existe
un élément e € E tel que

HjeJ\ Vi=1,..,h, e;éxj’i}‘ - too.

(On dira alors que e est “absent” des relations (R;) pour une infinité de j € J,
J > ko, et on notera e ¢ (R;) pour signifier que I'indice j € J appartient a I’ensem-
ble ci-dessus.)

Preuve du Lemme: Posons S = h.max(F). La suite (a; — a1); tendant

vers 400, puisque J est infini, il existe un indice jy € J tel que
aj, —ap >S5 .
Puisque la somme de h éléments (distincts ou non) de E est < S, il est alors
clair que pour tout j € J, j > jo, il existe e; € E tel que x;; # e; pour tout
1 =1,...,h. Pour e € E, posons
B(e) = {jeJ, j>jo| ¢j=c}

On a

U E(e) = {jo,jo +1, } nJ
ecl

et donc J.cp E(e) est un ensemble infini. Comme il n’y a qu'un nombre fini
d’éléments dans F, il s’ensuit que I'un des E(e) est un ensemble infini. Ce qu'il
fallait démontrer. u

(2.1.6) Initialisation (choix de a(!)): considérons un ensemble E; de h termes
de A, tous supérieurs ou égaux a ay,; par exemple

El = {ak‘oaak‘o-‘rla "'aak‘o-‘rh—l} .

Notons a(!) un élément de F; qui est absent des relations (R;) pour une
infinité de 7 > kg. Posons alors

10— {j > ko| o'V ¢ (Rj)}

AW ={a;] je1}.

et
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(2.1.7) Itération: supposons avoir déterminé, pour un certain entier m > 1,
des éléments o) < a@ < ... < a™ de A appartenant respectivement & des
ensembles d’entiers a h éléments F1, ..., By, vérifiant pour tout p = 1,...,m — 1,
min E, 1 > max F, et des ensembles infinis d’indices

1m - m=1) .~ ()
tels que pour tout s = 1,...,m et tout j € 1™ on ait
a®) ¢ (R;) .
On considere alors ’ensemble

Alm) — {aj|jel(m)} c Am=1) - ... c A

Au rang m+ 1, on choisit un ensemble E,, 1 constitué de h éléments de A(™),
tous plus grands que max E,, (donc, en particulier, de a(™). D’apres le Lemme
(2.1.5), au moins un élément de E,,; est absent des relations (R;) pour une
infinité de j € 1™ . Notons a™11) un tel élément et posons

At = {aj e A" tel que pour tout i = 1, ..., h, Tj; F a(m‘H)}
et
1) — (e 1) 4y € A0} (100

(2.1.8) On détermine ainsi, par récurrence, une partie infinie
de A.

Montrons maintenant que B = A\ A, est base d’ordre inférieur ou égal
A h% + h. Pour cela, il suffit de montrer que tout entier n > ng appartient a
(h? + h)B. Par hypothese, n s’écrit sous la forme n = ny + - -+ +ny, avec n; € A
pour tout j € {1,...,h}. Montrons que chaque n; appartient & (h 4+ 1)B, ce qui
achevera la preuve.

Si n; appartient & B = A\ A, puisque ap = 0 € B, alors n; s’écrit comme
somme de lui-méme et de h termes ag et appartient ainsi a (h + 1)B. Si, main-
tenant, n; = a(m) pour un certain entier m > 1, alors:

e Sim =1, onavuque V) vérifie la relation
aV=a+x,+ 4z, zecA\{dV}, 1<i<h.

Tous les z; satisfont z; < a) — a; < aV) et sont donc éléments de B.
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e Sim > 1, alors le terme n; vérifie n; = a™ e Am=1 et donc il s'écrit
nj = a1 +x1+-- -+, avec pour chaque i € {1,...,h}, z; # a®, ... am=1),
Tous les x; satisfont z; <n; —a; <n; = a™) et sont ainsi éléments de B ,
ce qu’il fallait démontrer.

Ainsi s’acheéve la démonstration du théoréme. n

Remarque. Deux questions se posent & propos de ce résultat:

Question 1. Dans cet énoncé, peut-on remplacer h®> + h par une autre
fonction, plus petite, de h?

Question 2. Pour un ordre donné (h? + h, par exemple), existe-t-il des
parties B de A, relativement plus denses (voir paragraphe suivant) que Ao, dans
A, telles que A\ B soit une base? o

3 — Commentaires

Le théoréme que nous venons de prouver, montre bien que pour parler de mini-
malité de base, on ne peut pas se contenter d’une notion purement ensembliste.
Nous finissons cet article en proposant quelques pistes de réflexion a ce sujet.

Etant données deux parties B C A de N, on définit la densité relative de B
dans A par la formule
|B |
da(B) = limsup

n—-+o0 ’A ﬂ ’

On peut alors remarquer que, pour la partie A, construite dans ce papier,

on a
1

5
En effet, dans la preuve, de chaque ensemble E;, constitué de h éléments de A,

nous en choisissons un qui fera partie de A.,. De plus, pour chaque i, on a
max F; < min E;y;. La propriété d4(As) < 1/h en découle alors.
Pour examiner la notion de minimalité, on peut introduire, pour une base
donnée A, le réel:
Q(A) =supJ(A)

N

ou

J(A) = {a €[0,1] | 3B C A telle que A\B soit une base et d4(B) > a} .
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Le réel Q(A) jauge, en quelque sorte, la densité minimale d’une base. En
prenant une partie B finie, il apparait immédiatement que 0 € J(A). L’ensemble
J(A) est visiblement un sous-intervalle de [0,1]. On peut alors se demander si:

Question 3. J(A) est-il toujours un intervalle fermé?

Si I'on prend pour A une progression arithmétique a laquelle on ajoute des
éléments de sorte que p.g.c.d.(A) =1 (par exemple A = 3.NU{1}) ou I’ensemble
des carrés ou encore l'ensemble des puissances k-iemes, alors Q(A) = 1. Pour le
cas des progressions arithmétiques c’est trivial, pour les carrés voir [Zol, p.212,
Satz 2(b)] et pour les puissances k-iemes voir [Nthl]. De maniere générale,

Question 4. A-t-on (A) = 1 pour toute base A?
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