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Gewichtsfunktionen
auf lokalkompakten Gruppen

Von
Hans G. Feichtinger

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 13. Dezember 1979 durch das
w. M. Edmund Hlawka)

§ 0. Einleitung

Die Untersuchung der verschiedensten Eigenschaften von ver-
schiebungsvarianten Réumen (von Klassen) mefibarer Funktionen
bzw. von MafBlen spielt eine wichtige Rolle im Rahmen der harmoni-
schen Analyse. Naturgem&l haben dabel diejenigen Banachriume
melBbarer Funktionen, fir welche jede Verschiebung eine Isometrie
darstellt, zundchst besondere Beachtung gefunden. Es seien die homo-
genen Banachrdume im Sinne Katznelsons und insbesondere
Reiters Segalalgebren erwihnt, denen eine grofle Zahl von Publi-
kationen gewidmet ist. Daneben sind auch die sogenannten Beurlingal-
gebren Lf‘,(G) genauer untersucht worden. Neben diesen gewichteten
L1-Réumen sind aber auch andere gewichtete Banach-Funktionenrdume
von Bedeutung, welche allerdings bisher nur vereinzelt, praktisch
unabhingig voneinander in verschiedenen Arbeiten behandelt werden
(siehe z. B. [2], [3], [5], [6], [16] oder [18]).

BEs ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, den Grundstein flir ein
einigermalen systematische Behandlung von gewichteten Banach-
Funktionenriumen auf lokalkompakten Gruppen zu legen. Wir werden
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also Riume der Form B,.: = {flfweB}. |[flp.: =fwl s betrachten
wobeil B ein Banach-Funktionenraum im Sinne von A.(". Zaanen isl
[d.h. ein Raum wvon meBbaren Funktionen auf (/. welcher beziiglicl
punktweiser Multiplikation ein L7 ((h)-Banachmodul ist]; w ist eine strikt
positive, lokal integrierbare Funktion auf &. Wir wollen hier vor allem auf
den Zusammenhang zwischen den Eigenschaften der Gewichtsfunktion und
entsprechenden Eigenschaften des Raumes B, eingehen. Dabe
interessieren uns natiirlich vor allem hinreichende bzw. notwendige
Bedingungen an w, welche fiir die Verschiebungsinvarianz bzw. fiir die
Abgeschlossenheit von B, beziiglich Faltung eine Rolle spielen. Ins-
besondere werden verschiedene Moglichkeiten aufgezeigt werden.
Banach-Faltungsalgebren der Form L{ () bzw. L' LY(G) zu
konstruieren. Diese Banachalgebren sind zum Teil mit anderen Typen
von Faltungsalgebren nahe verwandt. welche in [7] bzw. [8] behandelt
werden.
§ 1. Bezeichnungen

Alle im Laufe dieser Arbeit verwendeten Bezeichnungen sollen,
sofern sie nicht eigens erklirt werden, dieselbe Bedeutung wie in
Reiters Buch [14] haben. Um Trivialititen zu vermeiden, sei ¢ stets
eine lokalkompakte, wnicht kompakte Gruppe. A ((F) bezeichne den
Raum aller auf ¢ stetigen Funktionen mit kompaktem Triiger, und
C°(¢) den Banachraum aller auf ¢ stetigen Funktionen, die im
Unendlichen verschwinden, mit der Norm |f|l. = sup,eqlf(2)]. Die
Réume (L7 (G), [ ), 1 £ p < oo, sind die (iblichen Lebesgue-Riume auf
G. Wie iiblich wollen wir der (nicht ganz exakten) Aunsdrucksweise
folgen, und von .,meflbaren Funktionen™ sprechen, wobei allerdings
zwel Funktionen ic{eﬁtiﬁziel'tv werden sollen, wenn sie lokal fast tiberall
(1. £. 1.) tbereinstimmen. Weiters sei Lfm’(G’) der topologische Velktor-
raum aller auf (¢ lokal integrierbaren Funktionen, welcher mit den
Seminormen f— [|f(x)lda. K < G kompakt, versehen ist. Fiir eine

K

mefBbare Funktion f auf ¢ und ein ye (¥ setzen wir

Lyf):=fy1a) baw. By fla): =f(ay 1A (y),

wobel A den Haar-Modul der Gruppe bezeichnet. Die solcherart
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definierten Verschiebungsoperatoren definieren Isometrien auf L! (().
Fiir eine melibare Menge 4 < (7 bezeichne |4] das Haarmall der Menge
A; das neutrale Element der Gruppe sei mit ¢ bezeichnet. Positive
Konstanten werden mit ¢, (', ... bezeichnet, wobei dasselbe Symbol
bei verschiedenen Gelegenheiten fiir verschiedene Konstanten stehen
kann.

Neben den Grundlagen der harmonischen Analyse beniitzen wir
auch einige Begriffe aus der Theorie der Banach-Funktionenrdume im
Sinne Zaanens (vgl. [19], Chap. 15). Um die Konsistenz mit anderen
Arbeiten des Autors zu bewahren, wollen wir diese Réume hier als
solide BF-Réume bezeichnen.

Definition: Ein Banachraum (B, || | ;) mefibarer Funktionen heifit
solider BE-Raum, wenn gilt:

i) B ist stetig in L .(G) eingebettet;

ii) B ist Banach-L* (()-Modul beziiglich punktweiser Multiplika-
tion (d.h. feB, he I* (G)=hfe B und |hfl| 3 < |2l Ifll 5)-

Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist die Norm eines
soliden B F-Raumes bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt. AuBlerdem
wiirde es geniigen, anstelle von i) vorauszusetzen, dal} zu jeder in B
konvergenten Folge f,, = fy und jeder kompakten Menge K eine Teilfol-
ge (fn].) > 1 existiert, derart, dafl

fag @)= fox) zeK f0. gilt.

Um Pathologien zu vermeiden, wollen wir nur solche soliden 57
Riume betrachten, welche . frei sind, d.h. welche die Eigenschaft
haben, daf} fiir jede offene Menge M ein fe B existiert, derart, dal}
fear=0 gilt (¢ ist hier die charakteristische Funktion von M).
Schliellich bezeichnen wir einen soliden BF-Raum als Banach-Fal-
tungsalgebra, wenn fir alle f.g e 4 die Faltung f*¢ wohldefiniert ist und
wenn gilt [[f#gle < Clfli Igls (Durch Umnormieren [f] = Clf] 4
188t sich dann jeweils eine dquivalente Norm finden, fiir welche man
(=1 voraussetzen kann.) Ein solider BF-Raum soll zweiseitiger
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Banach-Faltungsmodul tber 4 genannt werden, wenn flr alle f€ 4 und
geB fxgund g=f existieren und wenn gilt

max ([fxgll g Mg/l < Cllflalgls

§ 2. Verschiebungsinvariante, gewichtete Riume

In diesem Kapitel werden einige grundlegende Resultate iiber
Réume der Gestalt By, hergeleitet werden. Insbesondere sollen diejeni-
gen Gewichtsfunktionen w charakterisiert werden, welche ver-
schiebungginvariante Réume erzeugen. Unter anderem wird auch
gezeigt werden, dafl man bei der Behandlung von gewichteten Riumen
die auftretenden Gewichtsfunktionen durch stetige ersetzen kann.

Lemma 2.1. Sei B ein freier, solider BF-Raum, und sei ¢ meBibar,
gegeben. Dann definiert M, : f — fg genau dann eine (lineare) Abbildung
von B in B, wenn gilt g€ L* (G).

Beweis: Nach Voraussetzung definiert jedes ge L® () einen be-
schriinkten Multiplikationsoperator auf B. Sei nun umgekehrt
M, B c B, dann ist M, nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen
ein beschrankter Operator auf B. Fiir g & L@ (@) gilt aber: fiir jedes ne N
gibt es eine Menge K,,|K,| >0, so daB |g(z)| = fiir e K, {.it. Da B
nach Voraussetzung frei ist, gibt es fiir jedes » ein fe B, f#4 0, mit
Trf< Ky. Daher gilt |fgl = n ||f]| 5, in Widerspruch zur Beschrinkt-
heit von M,.

Definition 2.1. Seien w; und wy strikt positive Funktionen aus
L, .(@). Wir nennen w, schwdicher als wy (wy < wy bzw. wy Y wy), wenn
fiir ein ¢'>0
wy (x) < Cwy () L1 G gilt.

Gilt gleichzeitig w; < wp und uy < wy, bezeichnen wir w; und wy als
dguivalent: wy ~ w,. :

Klarerweise definiert < eine partielle Ordnung auf der Menge aller
Gewichtsfunktionen, welche auch mit der Klasseneinteilung fiir meB-
bare Funktionen vertriglich ist. Insbesondere ist ~ tatsichlich eine
Aquivalenzrelation.
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Satz 2.2. Sei B ein freier, solider BF-Raum. Dann gilt

1) By, © By, <>w;ywy: also insbesondere

1) By, = By, <0y ~wy:

iii) By € Bew (x) 23>0 LE .

Beweis: 1) By, < By, gilt genau dann, wenn fw, fw; € B flir jedes fe
B. Die Behauptung folgt somit direkt aus Lemma 2.1. Teil ii) und iii)
folgen unmittelbar (B = B,,, wy (x) =1 fiir € ().

Korollar 2.3.

1) Bwl m ng = ]3nmx(wl,m_,) = Bu', 4y

“) B‘M‘l + b)‘tllg: = {fl +./:.2L/'If€1jwi} = Bl]\il\(lvl.rlt_‘)'

Dabei sind die Réume By, M By, bzw. By, + By, solide BF-
Réume, versehen mit den kanonischen Normen

€0 A~ = 10 e, + Wy D
W = il oy, + Wall e f=F1 + fo. i B}

In Hinblick auf das folgende Resultat benétigen wir eine weitere
Definition.

Definition 2.2. Eine strikt positive Funktion we L (G) heiBt
links-(rechts- )ymoderiert (we[LM] bzw. we[RM]) wenn gilt:
(L) Lyw< w firalle ye@: bzw.
(RM) Ryw=< w fiir alle yed.

Wenn w sowohl (LM) als auch (R M) erfiillt, nennen wir w moderiert (we

[A]).

Bemerkung 2.1.

i) In der Folge werden wir uns ausschlief8lich mit linksmoderierten
Funktionen w befassen, doch erhélt man jeweils die entsprechenden
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Aussagen fiir RM-Funktion, indem man ,links™ durch ,rechts™, d.h.
L, durch R, ersetzt.

ii) Die hier gegebene Definition fillt mit der von Edwards ([4],
Def. 1.12) bzw. Gaudry ([11], §3) gegebenen zusammen.

Lemma 2.4.

i) we[LM] < L,w~w fir alle ye(7;

ii) Die Menge der linksmoderierten Funktionen ist in bezug auf
punktweise Addition und Multiplikation, sowie die Bildung des punkt-
weisen Minimums und Maximums abgeschlossen:

iil) we[LM]=w"e[LM] fir alle aeR.

Beweis: i) folgt aus der Ungleichung w= L, (Lyw) =< L, 0 <
fiir we[LM]. Der Beweis von ii) bzw. iii) sei dem Leser tiberlassen.

Satz 2.5. Sei B ein linksinvarianter, solider B/-Raum. Dann gilt:
B, ist linksinvariant genau dann, wenn  linksmoderiert ist.

Beweis: Zunichst beweisen wir, dall jeder linksmoderierte 53F-
Raum B4 {0} frei ist. Wére B nicht frei. gibe es eine offene Menge
M < G, sodaB (Lyf) ey = 0 fir alle fe B gilt. Seien nun @y + M und eine
Basis (U,),e; von Nullumgebungen in ¢ so gewéhlt, dall U, 2y < M fir
alle  ael gilt.  Dann  gilt  aber fiur o, =|U]"! e
R, [fru]=f+R, u,= J(Ly ) Atag) T, (yay ) dy =0. Da (u,),e; cine
beschrankte approximierende Einheit von L (@) bildet, strebt anderer-
seits fxu, in Ll (G) gegen f (fiir alle fe B). Dies ergibt einen Wider-
spruch zur Annahme B = {0}. Da ‘B,, genau dann linksinvariant. ist,
wenn Ly (fw)(w/L,w)e B fir alle yed, ergibt sich die Aussage aus
Lemma 2.1 und 2.41).

Es ist unser nichstes Ziel zu zeigen, daB jede linksmoderierte
Funktion durch eine stetige ersetzt werden kann. Wir benétigen dazu
das folgende Ergebnis (siehe [11], Proposition 2, vgl. auch [4],
Proposition 1.16).

Lemma 2.6. Fiir we[LM], ye@ setzen wir

M (y): = llw/Lywl,.
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Dann gilt
i) M(e)=1, M (x) >0 fir alle x€@, und
M (xy) < M (2) M (y) fur alle 2, ye@;

ii) M ist nach unten halbstetig. und M -1 daher lokal beschriankt;

iil) M ist lokal beschrinkt.

Satz 2.7. Sei w eine linksmoderierte Funktion. Dann gilt kxw ~ w
fir jedes ke (@), k= 0. Inshesondere ist jede linksmoderierte Ge-
wichtsfunktion zu einer stetigen dquivalent. Es gibt daher fir jede

kompakte Menge K < (7 eine Konstante (‘4 > 0, so dal} gilt:

O<Cpt<w@)sOp<o  aek fi.
Beweis:

a) Nach Voraussetzung ist w linksmoderiert, d.h. fiur jedes ye
gibt es (abhingig von y) eine Nullmenge Ny, so dal}

wyta)y< M (y1yw(x) fir alle ve \N,,.

Nach Theorem 2 von [4] gibt es jedoch fiir jede s-kompakte Menge
H = @ eine Nullmenge N < H, so dall (nach geeigneter Substitution)
gilt:

Myytw@) <w(yte) < Myt firalle

P
N reH\N, yex (H1\N-1).

b) Sei nun ke (@), Trk: = K,, gegeben. Wir haben zu zeigen,
dal} es eine Konstante ' >0 gibt, so dal} fiir jede kompakte Menge
K < @ eine Nullmenge Ny, < K existiert, fiir welche gilt:

C=1 (R () S w () < O (kxf)(a) tir ve K\N .

Wir wollen hier nur den ersten Teil der Abschiatzung voll austiihren.
Zunédchst gilt wegen Lemma 2.61ii)

infyep M ()t =:1>0.
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Nun beniitzen wir die Ungleichung (*) fir H = K \J K;7' K. Sei N die
zugehorige  Nullmenge.  Wir  setzen Ng=NMNK, und
N,: =2 N1 K;. Diese Mengen sind ebenfalls Nullmengen. Fiir xve K
gilt dann

K\N,cao K1 K\e N1 caH N\aNL

Daraus folgt

krw@)= | k@ wyle)dy
KN,

> w(x) infye,;[ﬂ]‘l (y) _[ ky)dy
E{\N,,

= w () 7 |kl firalle ze N\N.

Da 7|kf, > 0 eine von K unabhingige Konstante ist, ergibt dies die
gewiinschte Abschitzung. Der zweite Teil wird in analoger Weise
bewiesen. SchlieBlich ist klar, dal k#*w stetig ist, da ja e nach
Voraussetzung lokal integrierbar ist. Die letzte Aussage ergibt sich
daraus unmittelbar.

Bemerkung 2.2. Aufgrund des eben bewiesenen Satzes gilt auf
jeder kompakten Gruppe w ~ 1 fir jedes we [ LM ]. Dies ist der Grund,
warum wir kompakte Gruppen bei unseren Betrachtungen ausgeschlos-
sen haben.

Korollar 2.8. Sei w eine linksmoderierte Funktion. Dann impli-
ziert fiir jeden soliden BF-Raum B die Bedingung

H ()<= B L (G
die entsprechende Inklusionskette fiir B,,:
A (G)EBwE.I‘llm-(G)'

(Man beachte, dall die Inklusionen automatisch stetige Einbettungen
sind ([91)).
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Korollar 2.9. Kine strikt positive Funktion we L, () ist genau
dann linksmoderiert. wenn w zu einer (stetigen) Funktion vom Ver-
schiebungstyp im Sinne Reiters dquivalent ist. (Eine stetige. strikt
positive Funktion ) heildt vom Verschiebungstyp (siehe [15], V1.19),
wenn fiir jede kompakte Menge K < @ eine Konstante (' > 0 existiert,
so dal w(y 'a) < Crw (@) fir alle ye K gilt.)

Korollar 2.10. (Vgl. [17], Lemma III, 1.5.) Sei B ein ver-
schiebungsinvarianter, solider BF-Raum, welcher # () als dichten
Teilraum enthélt. Wenn || L, fll ;= |/ ]| s fiir alle f€ B und y € @ gilt, dann
gilt flir jedes ke ™ (():

w o~ g, wy(y) = | Ly, k|

Bar:

§3. Gewichtete Faltungsalgebren

In diesem Abschnitt werden Bedingungen behandelt, welche hin-
reichend bzw. notwendig dafiir sind, dal} gewisse Riume der Form B,,
oder LI M By, insbesondere gewichtete L#-Riaume, Algebren beziiglich
Faltung sind. Abgeschen von den | Extremfillen” B = L1 (¢) bzw.
D= [* (() diirfte es jedoch nicht moglich sein, einfache Bedingungen
an w zu formulieven, welche gleichzeitig notwendig und hinreichend
daftiv sind, dafl B, Faltungsalgebra ist. Es sollen hier verschiedene
Maglichkeiten aufgezeigt werden, die zur Konstruktion von Banach-
Faltungsalgebren melibarer Funktionen fithren. Am Ende dieses Ab-
schnittes werden wir kurz auf Spezialfille dieses Typs eingehen, welche
in der Literatur behandelt wurden.

Wir bendtigen zundchst einige Definitionen:

Definition 3.1. Sei w eine strilt positive Funktion in L] ().

1) Die Funktion w heilit schwach submudtiplikativ (we[SSM]),
wenn  gilt: w~w, O<wuy(r) <o fir alle e, und

wy () < Craey () () fir alle x,ye .

ii) Die Funktion w heilt sclwach subadditiv (we[SSA4T), wenn
gilt: wy ~ a0, 0 <y (1) < oo fir alle e, und

we () < Oy (2 () + wy () fiir alle v,y el

Nitzungsberichte der mathemenatuew. KL Abt 11 188, Bd., 810, Heft, 30
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iii) Eine strikt positive Funktion ge Lllm, (G) heildt schwach subeon-
volutiv (ge [SSC]), wenn gilt:

g*g existiert und gxg(x) < Cg(x) L1100

Bemerkung 3.1. Eine schwach submultiplikative Funktion w ist
also (bis auf Aquivalenz) genau dann eine Gewichtsfunktion im Sinne
Reiters ([14], S.83), wenn w > 1 gilt. Die Bedeutung von SSA-
Funktionen in dem hier zu besprechenden Rahmen wurde zum ersten
Mal in [2] deutlich. Einige grundlegende Eigenschaften sowie Beispiele
fur SSA-Funktionen werden im Anhang zu [2] hergeleitet (vgl. auch
[12]. Chap. VI).

Einige elementare, aber fiir die Anwendungen niitzliche Zusam-
menhénge zwischen den soeben definierten Typen von Funktionen.
sowie verschiedene grundlegende Eigenschaften sind in den folgenden
Hilfssdtzen zusammengefal3t.

Lemma 3.1.
1) we[SSA], w > 1=we[SSM]:
il) we[SSM]=wel[M];

iii) Sei welLl (G), w»1 gegeben. Dann ist w genau dann
schwach submultiplikativ, wenn die Abbildung w;:x —log (1 + w (2))
zu einer subadditiven Funktion dquivalent ist, d. h.

Wy ~ Wy, Wy (xy) < wy (x) +uwy (y) fir v, yed.

Beweis: i) Nach Voraussetzung gilt w ~ wy wa () = 5 > 0 fiir alle
xe (. Daraus folgt

wy () < Co (1 (@) + 105 () < 2Comax (ay (@), s (y) <
<203 Y wy () uy (y) fir alle 2, yed.
Der Beweis von ii) bzw. iii) sei dem Leser {iberlassen.

Bemerkung 3.2. Aufgrund von Lemma 3.1 und Satz 2.7 ist jede
SSM-Funktion, insbesondere also jede §S84-Funktion w.w > 1. zu
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einer stetigen Funktion &quivalent (vgl. hiezu [17], Proposition 1111.3.
aber auch [14], 8. 84).

Lemma 3.2.

i) Die Menge der SSM-Funktionen ist beziiglich der punktweisen
Operationen Addition und Multiplikation, sowie Bildung des punktwei-
sen Minimums und Maximums abgeschlossen.

i1) Die Menge der SSA-Funktionen ist gegeniiber punktweiser
Addition und Bildung von Minimum und Maximum abgeschlossen.

iif) Seiwa > 0, we[NSA] baw. [SSM] gegeben. Dann gilt auch w*e
[SSA] bzw. [SSM] fiir o > 0.

Beweis: Aussage i) bzw. ii) ergeben sich durch einfaches Nachrech-
nen. Aussage iii) fir we[SSA] folgt aus [2], Theorem 46.

Lemma 3.3. Seien (7}, (75 zwei lokalkompakte Gruppen.
i) Nind w; SSM-Funktionen auf ;, i=1,2, dann ist w, @ws
(20 @205 (), 29) 0 =0y (7)) W (%)) eine S8 M -Funktion auf ¢ x (.

ii) Sind g; SSC-Funktionen auf ;. i=1,2, dann ist g, ® g, eine
SSC-Funktion auf 6 x ¢y,

Beweis: Teil i) ist ein Spezialfall von 3.21), wiahrend sich ii) aus
dem Satz von Fubini ergibt.

Weitere Moglichkeiten zur Konstruktion neuer SSA4-Funktionen
sind im Anhang zu [2] zu finden. Fiir Gruppen der Gestalt Rm x Zm
ergibt sich das folgende spezielle Resultat.

Lemma 3.4. Sei w1 eine zunehmende Radialfunktion, d.h.
w(w)=h(|a]), wobei h: R* — Rt eine zunehmende Funktion sei. Dann
1st w schwach subadditiv genau dann, wenn

(%) 28 < Ch(t) fir ¢ >0 gilt.

Beweis: Sei w wie oben, wobel & die Bedingung (**) erfiillt.

Dann gilt

w0 (;1'+:1/)=h(|.'t+?/| Ch(2max (Jaf. [y]) < Cmax (Zff), A(y]) <
C (w () + 1w ().

ok
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Gilt umgekehrt we [SSA], dann gilt fiir ¢ =]a| >0

R2Oy=wl)<Cuw(a))) =20k (1), q.e.d

Bemerkung 3.3. i) Es geniigt vorauszusetzen, dal} die Bedingung
(**) fir ¢ > ¢, erfiillt ist.

ii) Man beachte, dal} die Menge der im obigen Lemma betrachteten
S8 A-Funktion auch beziiglich punktweiser Multiplikation abgeschlos-
sen ist, wihrend im allgemeinen das Produkt zweier SS54-Funktionen
nicht schwach subadditiv ist (z. B. erfiillt (ay. an) = (1 4 | )™ (1 + fay))™
nicht [SSA47).

3.5. Beispiele

Typische Belaplele von S8A-Funktionen auf ¢/ = R7 bhaw. 2% sind
die Funktionen @+ (1 + 2])% log? (2 + 21), « > 0, he R (vgl. Bemerkung
3.21) bzw. [2], S. )()8 Man kann leicht zeigen, dafl Funktionen dieser
Art fir @ < —m SSC-Funktionen sind (sieche Korollar 3.8, unten).

Die typischen Beispiele fiir SSC-Funktionen ., fir welche
wlg[SSA] gilt, sind die Funktionen v — exp (— [afd), 0 <d < 1, fiir
' = R (siehe [18], ein Beweis dieser Tatsache findet sich in [3], S. 274).
Die nun folgende Tabelle gibt genau Auskunft, fiir welche Werte der
Parameter a bzw. d die Funktionen .y, 4. welche gegeben sind duarch

W ()= (1 +a))2exp(c|ald), ¢ >0, xeRm
die Eigenschaften [M], [SSM]. [SS4] bzw. [8SC] haben (der

Parameter ¢ > 0 spielt fiir die Zugehdrigkeit zu den jeweiligen Klassen
keine Rolle).

A“'I HN .][ A‘\‘b‘ A HA\'( ,‘
—1<d=<1 d=0, a>0 d=10 d=0,1, « <—m
aelR oder uz0 oder

O<d<l1, aeR D<d<l, uel
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Der Beweis der in dieser Tabelle enthaltenen Aussagen ertolgt im
Anhang.

Die Bedeutung der drei, am Anfang dieses Abschnitts definierten
Typen von Funktionen ergibt sich im wesentlichen aus den folgenden
drei Sitzen (3.6, 3.7 und 3.10):

Satz 3.6.
i) Sei w lokal wesentlich beschrankt. Dann gilt: L ist genau dann

Banach-Faltungsalgebra, wenn w schwach submultiplikativ ist.

w

i) L, ist genan dann Banach-Faltungsalgebra, wenn ¢: = w1 die
Bedingung (SSC') erfillt.

Beweis. Die Behauptung 1) fallt mit dem Theorem 3 von [11]
zusammen. Um ii) zu zeigen, beachte man, daf} fe L7 (¢) genau dann.
wenn /()] < Cye) LEa. gilt. Wegen |fi* fo] < |fi]*|fs] impliziert
(NN, dal Ly (¢) Banach-Faltungsalgebra ist. Umgekehrt gehort g zu
L, und muB} also (SSC) erfiitlen, wenn L eine Faltungsalgebra ist.

we w

Satz 8.7. Sei A eine solide Banach-Faltungsalgebra, und sei B ein
solider BF-Raum, welcher ein zweiseitiger Banachmodul iiber A
beziiglich Faltung ist. Dann gilt:

i) w e [SSM]= 4, ist Banach-Faltungsalgebra:

i) une[SSA] = 4 N B,, ist Banach-Faltungsalgebra.

Bemerkung 3.4. i) Die Behauptungen i) und ii) zusammen sind

dquivalent zur Aussage iii): Fir w, e[SSM], wne[SSA] gilt: iil)
Ay, N By, ist Banach-Faltungsalgebra

Beweis von 3.7. Es sind lediglich die folgenden beiden grund-
legenden Ungleichungen zu verifizieven:
[f gl < Oy (flelglwe) fir aye[SSM];
[frglus < Oy ([/1 lglws + |flun*g) fir w,e[SSA].

Korollar 3.8. Sei g eine S8A-Funktion auf einer unimodularen
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Gruppe G. Dann ist L2 (/) eine Banach-Faltungsalgebra, falls g: = !
in LY (() liegt. Insbesondere ertiillt g die Bedingung (S8C'). falls ge
LY (@) gilt.

g

Beweis: Nach der Holderschen Ungleichung folgt aus ge L” (() die
Inklusion L2 (G) < L (G). Somit folgt die erste Behauptung aus Satz
3.7ii) (4 = L (@), B= L? (@)). Der zweite Teil der Aussage folgt daraus
mittels 3.6ii).

Korollar 8.9. Seien ge[SSCT] und w, e [SSM] gegeben. Dann gilt
auch gg, € [SSCT] (gy: = w7 1).

Beweis: Vgl. den Beweis von 3.71).

Unter Beniitzung der Methode der komplexen Interpolation (siche
[1]. Chap. 4) kann man folgenden Satz beweisen, der als Verall-
gemeinerung von 3.8 aufgefafit werden kann.

Satz 8.10. Sei 1 < p < o0, ge LP (@), ¢ unimodular gegeben. Falls
g =¢g” die Bedingung (SSC) erfiillt, dann ist L2 (G) Banach-Fal-
tungsalgebra.

Beweis: Nach Satz 3.6ii) ist fiir w; = w? der Raum L7 (() Fal-
tungsalgebra, ebenso natiitlich Il (G). Unter Bentitzung des Inter-
polationstheorems fiir multilineare Abbildungen ([1]. Theorem +.4.1)
folgt die Behauptung aus der Formel (siehe [1], Theorem 5.5.3)

Lt = (Ll,L,‘fi)[m,], w=wMP, 1 <p< .

Bemerkung 3.5. Es ist nicht schwierig, auf nicht kompakten,
kompakt erzeugten Gruppen nichtriviale (d. h.w 4 1) S84- bzw. SS M-
Funktionen zu konstruieren (siehe [6], §3). Schwieriger ist die Frage
nach der Existenz von S8C-Funktionen auf allgemeinen Gruppen zu
beantworten. Es wurde in [6], § 14 gezeigt, dafl auf jeder Gruppe von
polynomialem Wachstum (siehe [13] fiir die Definition) also insbeson-
dere auf jeder abelschen Gruppe, SSA4-Funktionen w, mit «~1 in L! (()
exigtieren (siehe Korollar 3.8). Andererseits gibt es auf der freien
Gruppe fiber zwei Erzeugenden keine derartige Funktion.
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Wir untersuchen nun, welche notwendigen Bedingungen w erfiillen
mulB, wenn ein bestimmter Raum der Form B, Faltungsalgebra ist. Es
folgt aus 3.31), 3.11), sowie 2.5, daBl der Raum L:l,(G) automatisch
verschiebungsinvariant ist, soferne er Banach-Faltungsalgebra ist.
Ebenso ist klar, dal} auf einer diskreten Gruppe jeder freie, solide BF-
Raum B (z.B. jeder gewichteter L?-Raum), welcher abgeschlossen
gegeniiber Faltung ist, auch verschiebungsinvariant ist (nach Voraus-
setzung gehort 8, zu B, also gilt L, f =3, fe B fir alle fe B). Falls ¢
nicht diskret ist, ist die analoge Aussage fiir gewichtete L#-Réume,
p > 1, nicht mehr richtig. Betrachten wir zunichst den Fall p = 0.

Lemma 3.11. Sei ¢ eine nicht diskrete Gruppe von polynomialem
Wachstum. Dann gibt es eine SSC-Funktion g in L! (¢), welche nicht
linksmoderiert ist.

Beweis: Nach [6], §4 gibt es eine SSC-Funktion g in L! (G), so da3
w=g"1 schwach submultiplikativ ist. Fiir beliebiges fe L) M L% (@)
gehdrt dann auch g + f zu [SSC], denn wegen (SSM) [(vgl. Beweis von
3.71)] bzw. 3.3ii) gilt:

G+N*(g+f=gxg+gsf+fxg+fefe
€Ly w Ly 4+ L%« L)+ L}

w w

«LP+ L2« L2 < L™
Falls G nicht diskret ist, kann f so gewdhlt werden, daB g+ f nicht
moderiert ist (man wiéhle etwa f¢&L>
Funktionen mit ,sehr kleinem** Triger).

Unter Beniitzung von Satz 3.10 sowie Satz 2.5 erhalten wir den
folgenden Satz:

als unendliche Summe von

Satz 3.12. Nei G eine nicht diskrete Gruppe von polynomialem
Wachstum, p > 1 gegeben. Dann gibt es eine Funktion w »1 auf G
derart, dafl L (/) Banach-Faltungsalgebra, aber nicht invariant unter
Linksverschiebungen ist.

Bemerkung 3.6. Fiir beliebige, nicht diskrete, kompakt erzeugte,
Gruppen kann man eine entsprechende Aussage fiir Rdume der Gestalt
AN LE(G), p> 1 beweisen.

u
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Das obige Resultat steht in einem gewissen Gegensatz zu einer
Beobachtung, welche sich anhand der in 3.5 gegebenen Tabelle machen
1Bt (es gelte stets g =w1):

Fiirge L1 () ist die Bedingung e [SSA] hinveichend dafiir, dall g
die Bedingung (SSCY erfillt (vgl. Korollar 3.9). Umgekehrt gilt aber fitr
alle angefithrten ge[SSCT] immerhin die schwichere Bedingung we
[SSM7] (im Gegensatz zu obigem Ergebnis). Tatsichlich 140t sich eine
derartige Implikation unter gewissen Zusatzbedingungen herleiten.

Satz 3.13. Sei ( eine abelsche Gruppe. Wenn fiir eine Funktion
w > 1 der Raum LM LL(G) eine verschicbungsinvariante Faltungs-
algebra auf (¢ ist. dann ist w schwach submultiplikativ,

Beweis: Wegen w < 1 gilt nach 2.10 fin 1 <p <

N Ly hlly + 1 Lz Pllyy o ~ 0 (2) fiir jedes he A (G). Demnach gilt

way) < (“LJJ (E* k)l + “LJJ */")“p,lr) <
S Co (I Ly klly 1 L Rl e Ul Ly lly 1y Kol ) <
< CGu(@)w (y).

Fiir p= o beniitzt man die Tatsache, dall die Voraussetzungen
implizieren, dall auch L' N, (), (als AbschluBl von 47 (@) in
LY N L (@) eine verschiebungsinvariante Faltungsalgebra ist. Es sind
dann dieselben Argumente wie oben anwendbax.

Ohne Beweis geben wir einen dhnlichen Satz fiir Radialfunktionen auf
(#=Rman (siche Anhang [6], wo der Fall ¢ =R behandelt wurde).

Satz 3.14. Sei w eine zunehmende Radialfunktion, fir welche
LY N L7 (Rm) eine Faltungsalgebra. Dann ist w eine Gewichtstunktion
auf R,

Bemerkung 3.7. (Spezialfille in der Literatur.)

Mit Hilfe der Ergebnisse in 3.4 bis 3.10 konnte man leicht eine
lange Liste von gewichteten Faltungsalgebren auf kompakt erzeugten
Gruppen. insbesondere auf ( =Zm und ¢ = R"” angeben. Wir wollen
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dies dem Leser f{iberlassen. und stattdessen kurz auf Spezialfille
hinweisen, welche in der Literatur behandell wurden. Es zeigt sich
dabei. dafl bisher Raume der Form L"f Co AN L7 LN Gy, die
meiste Beachtung gefunden haben. So z. B. wurden Riume dieser Art
in {27 (5.496). [3] (5.259). [5] (8. 306), sowie in [6] behandelt. Mit einer
zusitzlichen Gewichtung versehen sind die in [16] betrachteten Riume
S‘,,{ () (Theorem 1 von [16] folgt leicht aus Lemma 3.4 und Satz 3.7 iii)).
Gewichtete Lr-Riaume auf R, welche Banach-Faltungsalgebren sind,
wurden in [18] behandelt.

Bemerkung 3.8. Ks ist hier die Stelle, festzustellen. daf wir in der
vorlicgenden Arbeit bewulit darauf verzichtet haben. verschiedene .
grundlegende Kigenschaften von gewichteten Faltungsalgebren, insbe-
sondere von gewichteten Le-Riéumen herzuleiten (etwa die Existenz
von approximierenden Kinheiten, die Charakterisierung der abge-
schlossenen Ideale ete.). Derartige Resultate lassen sich in einem viel
allgemeineren Rahmen beweisen. welcher u. a. auch die in [7] bzw. [§]
definicrten Réume einschlieit. Wir verweisen den Leser daher auf [97].
Aulierdem sei noch erwithnt, dafl gewichtete L2-Riume ein interessan-
tes  Verhalten in bezug auf die kanonische Abbildung 7T'y:
LM (G = LY(GIH) (H sei abgeschlossene, normale Untergruppe von )
aufweisen (siche [10]).
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ANHANG
Beweise zu der unter 3.5. angefiihrten Tabelle
Der Beweis der in der Tabelle enthaltenen Aussagen wird i

mehreren Schritten gegeben werden. (7 bezeichnet im Folgenden di

Gruppe R™ bzw. Z". m > 1.

A. Hinreichende Bedingungen (¢ = 1)

Zundchst werden wir beweisen, dall die Funktionen wy 4: =y,
fir die in der Tabelle angegebenen Werte der Parameter a bzw. o de:
jeweiligen Typen von Funktionen angehoren.

Da die Funktionen wy, 4, a.d € R Radialfunktionen sind, gelten fii
d >0 oder d =0, a > 0 die folgenden Aquivalenzen (vgl. Lemma 3.4)

) we[S8A)lewRa) < Clw(r) firaed;

i) we[SSM]<sw(2w) < Cu2(x) firaed.

Es geniigt daher eine elementare Rechnung, um nachzuweisen, da
weo fir ¢ =0 eine S8A-Funktion, und insbesondere eine SSM
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Funktion ist, und dal} w, 4 die Bedingung (SSM) auch fir 0 < d < 1,
aeRund d=1, a = 0 erfiillt. Da jede SSM-Funktion auch moderiert
ist, und aullerdem die Klasse der moderierten Funktionen gegeniiber
der Bildung von Produkten bzw. des multiplikativen Inversen abge-
schlossen ist [siehe Lemma 2.4 ii)], ergibt sich, dafl die Funktionen w,, 4
fiir de[— 1.1], a € R moderiert sind.

Der Nachweis der Eigenschaft (SSC') kann auf die folgende Weise
erfolgen. Zunéchst folgt aus Korollar 3.8, dali w, ¢ fur ¢ <-—m die
Eigenschaft (SSC) hat. Unter Beniitzung der bereits abgeleiteten
Voraussetzungen fiir die Bedingung (SSM) kann man das allgemeine
Ergebnis daraus ableiten, indem man w, 4 als Produkt darstellt (siehe
Korollar 3.9):

1) Wy =Wa oty "
i) Wo,q =Wop-1,0Warmar,g flir —1<d <0, aeR.

(Man vergleiche dieses Ergebnis mit einem #dhnlichen Resultat fiir
G=Rin [3], 8.274))

B. Notwendigkeit dieser Bedingungen (¢ = 1)
Zunéchst stellen wir fest, dafl eine Radialfunktion, welche (SSM)
bzw. (S8 4) erftllt, nicht im Unendlichen verschwinden kann, und zwar
wegen der Ungleichungen

0<w(0) < Cyw@)w(—a)=Cru(x), bzw.

0 <w(0) <Oy (wx)+w(—r))=20Cw ().

Insbesondere ertiillt w, 4 fiir d < 0 bzw. d =0, ¢ <0 weder (SSM) noch
(SSA). Andererseits ist klar, dall w, 4 fir d > 0 bzw. d =0, a > 0 nicht
(NS¢ erfiillt. Ebenso laBt sich durch elementare Rechnungen leicht
nachweisen, daB wy, 4 fiir d > 0 nicht 8§ 4-Funktion ist, und fiir [d] > 1
nicht einmal moderiert ist.

Der Beweis, dal} die unter (S8C') angefithrten Bedingungen not-
wendig sind, ist etwas schwieriger. Zunéchst soll bewiesen werden, dal3
wq o Nur dann (SSC) erfillt, wenn 1w, o iiber ¢ integrierbar ist (d. h. nur
wenn a < -—m gilt): Wenn ¢ nicht in Lt (@) liegt, dann gibt es fiir jedes
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neN ein r, > () existiert, so dal} gilt

! Wy 0 () ({.7/ =n.

lyl=ry
Fiir beliebiges w €. o] = 2r,. gilt dann

We 0% We p (T) = j Wy 0 (Y We o) dy =2
<7y

= inf wy o (2) j Weo () dy 2 Caey g () .

lyl<ry,
el < el

Wir wollen nun zeigen. dall w, ; die Bedingung (SSC') fiiv « = —
nicht erfiillen kann (0. B.d. A. gelte ¢« < 0). Um die Sehreibweise nicht
unnétig zu komplizieren. begniigen wir uns mit der Darstellung des
Beweises fur (f = R2. Zu gegebenem a = (w;, 0). 2, > 0 definieren wir Z,
als den . Zylinder. welcher gegeben ist durch

Zy:={y= 1) R, 0 <y <12, Il < (2log 2m,)12}
Fiir y € Z, gilt dann ¢ W4 > (1/2) ¢ una

(1+

w—y)t = (14 /2) = 270 (1 + fa])e.
Daraus ergibt sich die folgende Abschétzung:

Wag # oy (@) 2 [ W+ lyhe eI 4 le—yl)edy
z,

> 2-e-l Wy 1 (@) j. Wa oY) dy.

Zy

Da die Radialfunktion y — (1 + |y])@ nicht integrierbar ist, und weiters
die ..Zylinder Z, die rechte Halbebene ausschopfen, divergiert das
Integral iiber Z, fiir « — cc.

Schlieflich bleibt zu zeigen, dal w, 4 fiir d <—1 die Bedingung
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(SSC) nieht erfillt. Diese Tatsache kann aber mittels Satz 3.14 aus der
Tatsache hergeleitet werden. dali w4 fiir d > 1 nicht die Bedingung
(A\Y.Hl‘l]) erfiillt,

C. Der allgemeine Fall (¢ > 0)
Die in der Tabelle gemachten Aussagen bleiben unveriindert
richtig. wenn man fiir beliebig ¢ > 0 die Funktionen 1, 4 durch die
Funktion e, 4 ersetzt, welche gegeben ist durch

(@) = (1 + )@ exp (elad).

Beweis: Ifir ¢>0 definieren wir den Operator M, [ durch
M, f(e)=cf{ea). Dannist M, ein linearer Operator. welcher klarerwei-
se die Klassen [M], [SSA] sowie [NNH ] invariant ifit. aber auch die
Iigenschalt (NS bleibt wegen Mo (Jxg)=M.[*M.q
erhalten. Daraus folgt die oben autgestellte Behauptung, wenn man
berficksichtigt, dal fir jedes ¢ >0 M, (w0, gz vy g dquivalent ist.
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