59. Berechnen Sie (nur) z,, soda8l das Gleichungssystem

5$1+3$2+2$3 =4

—32; + 52, + 623 — 514 =1
drot+a3—24 =0

5z1 +3xo+dx3+ x4 =0

erfiillt ist!

60. Berechnen Sie die Determinanten zu

01111

10111 123
A=}111011 {, B 251

11101 279

11110

61. Zeigen Sie

t11
(a) det(ltl) = (t—1)%(t+2)
11¢

a?+1 ab ac
(b) det ab B +1  be =+ b +2+1
ac be 2+1

62. Es sei
P(t) = ag+a1t+... +ant™, am # 0,und

Q(t) = bﬂ+b1t+-..+bntn, bn#o.

Mit der (m + n) x (m + n)-Determinante

(ao a1 Qm O e 00
0 g @1 - ey 0 --- 0
Respg=det| 0 -+ 0 ap @ o G
bo by -+ b, O e 0

\ 0 bo by -+ by 0 )




bezeichnet man die Resolvente von P und Q. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender
Aussagen.

(a) ReSp,Q =0

(b) P,tP,...,t" 1P, Q,tQ,..., " 'Q sind 1.a.

{c) Es3IR,S€P,R#0,5+#0mit Grad (R) <n -1, Grad (S) <m—1 und
RP =5Q

(d) Mit zusdtzlichen Kennnissen aus Teilbarkeitstheorie 148t sich sogar zeigen,
daf P und @) einen gemeinsamen Teiler haben.

63. Entwickeln Sie folgende Determinanten zweckmifig bzw. geschickt nach Zeilen
bzw. Spalten.

1121 (2400\ 1 44 3
0 2 3 4 13 2 2 1321
A=lo 103 |B=|oa31|9=]110:2
0221 \2 3 4 1) 1220
/350 2\
D= 4 7 1 4
o 21 01
\1 20 1)
64. Beweisen Sie, dass fiir j #1: ), a;; Ay = 0 ist.
65. Losen Sie das Gleichungssystem
T+ 28y —x3 =4
3z, + 425 - 223 =7
mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren.
66. Ebenso fiir
Ty + 220 + z3 =-1
6ry, + x2 + =3 =-—-4
2¢; — 3z — 23 =10
- - 7$2 - 2.’L’3 =7

rnr — Z2 =
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67. Zeigen Sie, dal das Gleichungssystem

68.

69.

70.

2, — 2 + 3z3 =a
33:1 + Ty — 53[?3 =f
—5z; — Bxy + 2z =c¢

keine Lésung besitzt, falls ¢ # 2a — 3b.

Welche Bedingungen miissen a, b, ¢ erfiillen, damit das Gleichungssystem

2ry 4+ 3z — x3 =a
T — 2o + 3zy =b
3331 + 7232 e 51‘3 =

mindestens eine Losung besitzt? Wie sehen Kern und Bild der zugehérigen linearen
Abbildung aus?

Auf einer Gerade seien zwei Punkte 2! € R, 2 € R vorgegeben (z! # 22). Man
denkt sich die Punkte mit der Masse m; bzw. my versehen. Begriinden Sie, weshalb
der Schwerpunkt durch
=T z! + dic: z?
my + mag my + Ma

gegeben ist (Kraft + Kraftarm = Last * Lastarm).
Es sei nunmehr s € R vorgegeben. Wie kommt man dazu, "Massen® n; und ny zu
betrachten, sodafl

ma'+ng=s

n1+n2=1?

71 und no heilen baryzentrische Koordinaten von s. (Im Gegensatz zu wirklichen
Massen kénnen n; und n, auch negativ sein.)

Nunmehr befinden wir uns in der Ebene R?. 2!, 22, 2 seien drei Punkte im R?, die
nicht auf einer Geraden liegen. Zeigen Sie; Dann ist fiir jedes s € R? das System

npxt 4+ mnpx? + naxd = s (2 Gleichungen)

m + mne 4+ ng =1

eindeutig losbar.

Beschreiben Sie die Menge aller s, die positives bzw. negatives n; haben. (Finden
Sie dazu {s : ny = 0}). ny, no, ns heifflen wieder baryzentrische Koordinaten von
s € R? bzgl. 1, z0/23 € R2.
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71.

72.

73.

74.

75.

76.

Berechnen Sie die Inversen der folgenden Matrizen (falls sie existieren):

2 43 3 0 2
A=|-130], B=|-112].
0 21 2 16

Berechnen Sie die inverse Matrix zu (‘,’; ?), indem Sie das Gleichungsystem

az; + Prz =y
yr, + 6xs =1

nach (z,, z2) auflosen. Wann existiert die Inverse?

Berechnen Sie den Rang folgender Matrizen:
1 3 4 135
2 4 -1, 254,(32@.
4 2 2 3 7 3

Lésen Sie das Gleichungssystem

2, + dxe + (1 + "5).’1?3 =1
Ty - 2122 + 2'.'133 =0
—it1 + 22 — (2 - Z).’B3 =1

Bestimmen Sie mit Hilfe des Gaufischen Eliminationsverfahrens die LU-Zerlegung
folgender Matrizen:

Uberpriifen Sie fiir die Matrizen

13 4 135
24 1], [254],
42 2 373

direkt, da die Dimensionen der Originalrdume gleich der Summe der Dimensionen
von Kern und Bil /zld!
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77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

34.

85.

Im R? wird um die zo-Achse um den Winkel ¢ = I gedreht. Bestimmen Sie
die Eigenwerte und Eigenvektoren! (Ein Eigenvektor ist geometrisch unmittelbar
einsichtig!)

Die folgende Matrix bescheibt eine Drehung:
1 109 -12 60
—-60 -45 100

Bestimmen Sie die Drehachse. (Sie ist Eigenvektor zu welchem Eigenwert?) Ebenso
wiren die anderen Eigenwerte und Eigenvektoren zu ermittein.

0 2
a=(22),
Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren zu A, A2 und A~!. Was fallt
Ihnen auf?

Es sei

Zeigen Sie: ist A eine n x n Maftrix, a Eigenwert zu A und z zugehériger Ei-
genvektor, so ist z auch Eigenvektor zu A¥(k € N). Wie sieht der entsprechende
Eigenwert zu x aus? Ist A invertierbar, so gilt die Aussage auch fiir k € Z.

Es sei A : X — X linear mit A% = A. Zeigen Sie, daB nur 0 oder 1 als Eigenwerte
von A in Fragen kommen.

Die Eigenwerte schiefsymmetrischer Matrizen (AT = — A) sind stets rein imaginir.

Zeigen Sie an Hand konkreter Beispiele (2 x 2 Matrizen), daB i. A. Eigenwerte von
AB nicht Produkte von Eigenwerten von A und B sind und Eigenwerte von A+ B
nicht derartige Summen. Wie verhilt es sich aber, wenn A und B gemeinsame
Eigenvektoren besitzen?

Ergéinzen Sie A = ($]) so, daB als Eigenwerte 4 und 7 auftreten.

Es sei A eine quadlfatische Matrix, fir die 0 ein Eigenwert ist. Zeigen Sie, da A
nicht invertierbar ist. Gilt die Umkehrung auch?

15



86.

87.

8.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

Zeigen Sie: ist in einer reellen n x n Matrix die Summe der Elemente jeder Zeile
dieselbe, so hat diese Matrix mindestens eine reellen Eigenwert. Gilt dies auch bei
konstanter Spaltensumme?

Dividieren Sie
P(z)=2" — 2% + 2% — 2 durch

Qz) =221
mit Rest.

Ebenso z™ — 1 durch z — 1, und z% — 1 durch z + 1.

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenriume zur Abbildung

(Achtung: es ergeben sich in natiirlicher Weise komplexe Eigenvektoren.)

I 1 -1
Sei A = 1 0 0 |.Berechnen Sie A™ fiir n = 2,3,7,100. (Anleitung; Hier
-1 0 0

zahlt sich Diagonalisierung so recht aus.)

Ebensoe":=1'+A+—"§-?+‘§—f+...

3 0 0
Fiir A= | 1 —1 0 | ist das charakteristische Polynom P4 aufzustellen. Uber-
2 1 1

priifen Sie direkt, daB P4(A = 0) ist.

Zeigen Sie: ist fiir ein »r € N : A" = 0, so sind alle Eigenwerte Null. (Anleitung:
Cayley-Hamilton).

Welche der vier Ay§sagen ist richtig (Beweis oder Gegenbeispiel)?
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(a) Die Summe zweier symmetrischer Matrizen ist symmetrisch.
(b) Das Produkt zweier symmetrischer Matrizen ist symmetrisch.
(¢) Die Summe zweier orthogonaler Matrizen ist orthogonal.

(d) Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist orthogonal.

95. Zeigen Sie: ist A eine symmetrisch n x n Matrix und ist A" =0 fiirein r € N, so

ist schon A = 0.
2 =11
-1 2 1
1 1 2

eine orthogonale Matrix T, sodal T* AT diagonal ist.

06. Bestimmen Sie zu

97. Welche der folgenden Matrizen sind orthogonal?

1 1 1 2

2 5
A=(% ! ——) B-| i
0 —1 1 2
3 5 3

98. Fiir welche a,b, ¢,d € R sind die folgenden Matrizen orthogonal?

0| bt 1t

02| 120 N0 (=
b come
[ CE AT
S—
Q
1l
T
|
b=
o o
e

B2 =D =

33 i A
dMbag) O 2 ¢
5 43 % ¢z

99. Zeigen Sie, daB fiir jede orthogonale 3 x 3 Matrix F' und u,v € R® gilt:
(Fu) A (Fv) = (det FYF(u Av).

100. Besitzt eine reelle 2 x 2 Matrix orthogonale Eigenvektoren, so ist sie schon sym-
metrisch.

101. Leiten Sie die Warmeleitungsgleichung auf dem Einheitsquadrat her, das mit einem
quadratischen Gitter iiberdeckt wird (Skizze!)

17



102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

el
T xd bl 1L

Priifen Sie nach, daf§ die Matrix symmetrisch ist!

Orthogonalisieren Sie die Vektoren (1,1,1)t, (2, 1,4)%, (1, 2, 0)! nach dem Verfahren
von Gram-Schmidt.

Geben Sie den Orthogonalraum zu [(1,2,1)!] an.

Es sei (z,y) = £191 — T1y2— T2y + 222y ein inneres Produkt iiber R? (Kontrolle!).
Geben Sie eine Orthonormalbasis fiir den R? an!

Es sei V ein linearer Raum, (V, (-, -)). Zeigen Sie: ist firz € V,y € V : {z,2) =
{y,2) Vz € V, dann ist z = y.

Stellen Sie die folgenden Polynome in der Form (z, Az) dar mit einer symmetri-
schen Matrix A

a) x4 6x129 — 522 b) 422 + Tz 75,

Ebenso fiir

a) :z:f + 52125 — :c% + 6z0x3 + 2:5%; b) 53:? — 272129 + 43:% + Zoxg.

Bestimmen Sie fiir die folgenden quadratischen Formen auf R* Rang und Positi-
vitétsrang.

() q(z) = 2F + 23 4 25 + 23 + 2124 + Toxy + 3745

18



109.

110.

111.

112.

113.

(b) g(z) = —22 + 23 — 224 + 22125 — 4223 + 22324,
(c) q(z) = 223 + 222 + 222 + 223 + 22175 + 22023 + 27374

Bringen Sie die quatratische Form
g(x) = 227 + 222 + 322 + 222 4 22120 + 20023 + 22374

auf Diagonalgestalt und bestimmen Sie den Positivitétsrang.

Ebenso fiir g4(z) = Az mit
3 1 4

A=(_35 ‘25) sowie A=[1 -2 0 ].
4 0 5

Bestimmen sie die orthogonale Projektion P von y = (1,1, 2)* auf die Ebene

V = {U = (vlav2,'v3) H 3‘!}1 +’U2 — Uz = 0}

Orthogonale Projektion auf einen Tetbraum V. Essei V C X, (X, {-,-})),dim X = n.
O.B.d.A. kann fiir die folgenden Betrachtungen angenommen werden, dafi V =
[e', ..., €] fiir ein k < n ist (weshalb?). P : X — X sei die orthogonale Projektion
von X auf V. Geben Sie - fiir die obige Wahl von V - die explizite Form von P
an; stellen Sie insbesondere fest, da P(z) = Pz mit

1

P=

0

sodaB P linear ist. Zeigen Sie: PoP =P

Bestimmen Sie zu den Mefiwerten
i | -2 -1]|0] 1] 2
%{0,5(05[2]85]3,5
eine Gerade y(z) = oz + 8 so, daB L(y(z;) — %)? minimal wird. Stellen Sie die
Norma.lgleichunge?é.’uf und berechnen Sie daraus die potimalen Parameter «, 3.
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114. Wie allgemein bekannt, ist

sin arsin 8 = 1{cos(a — B) — cos(a + ),
sinacos 8 = 3(sin(c + B) + sin(a — 3)),
cosarcos B = 3(cos(a + B) + cos(a — 3)).

Verwenden Sie dies, um fiir k£, =1,2,3,...

/ ) sin(kt) sin(l¢) dt, f ” sin(kt) cos(lt) dt, f ) cos(kt) cos(lt) dt

-1 -7 -

zu ermitteln; ebenso 7 1 cos(kt) dt und 7 1-sin(kt)dt.
SchlieBen Sie daraus, dafl die Funktionen

wo(t) = 1,1(t) = cost,...,p.(t) = cos(nz),
Y1 (t) = sint,. .., 9P, (t) = sin(nt)

linear unabhéngig sind. (Vektorraum: C[—x, 7] = Menge der stetigen Funktionen
von [—m, 7] — R; inneres Produkt: (f,g) = [T f(t)g(t) dt.)



