3. Nichtlineare Analyse des Systems

3.1. Die Courant & Snyder Transformation

Die Courant & Snyder Transformation wurde von E.B. Courant und H.S. Snyder im Jahr 1952
entwickelt. Die Transformation verwendet die Ergebnisse der Floquet - Theorie, um
polynomische Differentialgleichungen auf eine einfachere Form zu bringen. Urspriinglich
wurde sie fiir die Berechnung von Orbits von Partikeln in Teilchenbeschleunigern verwendet
(Courant & Snyder, 1952). Im Jahre 1992 hat sie Johannes Hagel das erste Mal erfolgreich an
einem himmelsmechanischen Problem angewendet (Hagel 1992). Es handelt sich bei ihr im
wesentlichen um eine Transformation der abhéngigen und unabhingigen Variable unter zu
Hilfenahme der aus der Floquet - Theorie gewonnenen Amplituden- und Phasenfunktion.
Fiihrt man sie an einer polynomischen, gewohnlichen Differentialgleichung durch, so wird der
lineare Teil auf die Form des gewdhnlichen harmonischen Oszillators gebracht, und die
nichtlineare Wirkung auf die verbleibenden Glieder transformiert.

Ausgangspunkt fiir die weiteren Uberlegungen ist die nichtlineare polynomische
Bewegungsgleichung (16), hergeleitet in Kapitel 2. Wir behandeln sie und alle darauf
folgenden Herleitungen in diesem Kapitel bis zur 5. Ordnung in z und e, die Ergebnisse der
Herleitungen bis zur 7. Ordnung konnen im Anhang gefunden werden. Fiir Ordnungen O(e/ 7¥)
mit j+k < 5 ergab sie sich zu:

7" + (8 + 24 cos(t) e + (36 cos(2 1) + 12) &
+ (27 cos(f) + 53 cos(3 1)) €
+(28cos(21) + 77 cos(4 1) + 15) e*) 7 +
(—48 — 240 cos(t) e + (—480 cos(2 1) — 240) e*) 22 + 240> = 0

(9

Es handelt sich hierbei um eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren
inhomogener Teil durch ein Polynom in den Variablen z und e gegeben ist. Sehen wir uns die
Form von (59) genauer an, so bemerken wir, dass sie von folgender Gestalt ist:

7"+gt)z+F(z,t,e)=0 (60)

Die lineare Koeffizientenfunktion g in (60) ist periodisch mit g(t) = g(t+2r). Im vorigen
Abschnitt haben wir die Amplituden- und Phasenfunktion (w, ¢) des linearen Teils bestimmt.
Definieren wir die neue abhingige Variable y durch die Transformationsvorschrift

<

y:%’

(61)

und setzen i als neue unabhingige Variable fiir t anhand der Beziehung
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, 1
W= s (62)

so erfiillt y(¥) aufgrund dieser Konstruktion die Gleichung des gewohnlichen harmonischen
Oszillators:
d’y
a0’ (63)
Wenden wir (61) und (62) an unserer Ausgangsgleichung (60) an; aus der Transformation fiir
die abhéingige Variable folgt fiir die Ableitungen der Zusammenhang zwischen y und z:

z(t) = y(t) w(r) (64.1)
2@ = yOw () +w) y' () (64.2)
27@) =w@) Yy () + 2w (@) Y () + () w” () (64.3)

wobei ~ die Ableitung nach der Variablen t meint. Setzen wir die Beziehungen (64.1) und
(64.3) in (60) ein, so erhalten wir:

w(t) Yy +2w @) Y + g w@) y + yw” () + F(w(1) y(1), e) = 0 (65)

Im néchsten Schritt miissen wir die Ableitungen von y nach der Zeit durch die Ableitungen
nach der Variablen ¢ ausdriicken. Unter Verwendung von Beziehung (62) erhalten wir
folgende Relationen zwischen der alten und neuen Zeit:

(@) = y) (66.1)
/7 4 /7 y/ (w)

YO = YO0 == 66.2)

V() = Y W) =2 Y @) wo) W (1) 66.3)

wobei hier ~ die Ableitung nach der im Argument stehenden Variablen bezeichnet. Wir
ersetzen die zeitabhdngige Amplitude anhand (66.1) und (66.3) und erhalten folgende Form:

iv((tl)i) + 80 W(O) Y) + Y)W () + FOw(t) y(W), € = 0 ®7

Diese kann nun noch weiter vereinfacht werden. Wir wissen aus der Definitionsgleichung der
Amplitudenfunktion (24.1) durch Auflosen nach w”(t):

V24 1
w" (1) = s — 8@ w(r) (68)

Beniitzen wir diese Relation und setzen wir diese in (67) ein. Wir ordnen nach der
unabhiingigen Variablen y und erreichen die Darstellung in Normalform:

Y @)+ YW) + Fow(e(@) y), & w(t@))* = 0 (69)
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Es ist uns somit gelungen (60) auf (69) insofern zu vereinfachen, indem wir den linearen Teil
auf die einfache Form des gewdohnlichen harmonischen Oszillators gebracht haben. Die
notwendige Beziehung t(y) ergibt sich aus der Umkehrfunktion der Phasenfunktion. Wir
werden ihre Herleitung im Anschluss an dieses Kapitel durchfiihren.

Beniitzen wir unsere Ergebnisse der letzten Schritte, um unsere Bewegungsgleichung (59)
entsprechend umzuschreiben. In unserem Fall hidngt die Koeffizientenfunktion g, die
Amplitudenfunktion w und die Phasenfunktion ¢ selbst vom Storparameter e ab. Im ersten
Schritt ergibt sich somit fiir die noch nicht eingesetzte Amplitudenfunktion w (” entspricht hier
dem Operator d/dy) :

y//+y+

2y 1,3 1,0 5..,8 (70)
(—48 — 240 cos(t(f)) e + (—480 cos(2 1(1)) — 240) €2) y* w® + 240 y* w® = 0

Setzen wir nun fiir w die aus Kapitel 2 gewonnene Amplitudenfunktion (27) ein und fiihren
die Potenzen w°und w®aus, wobei wir Potenzen in e vernachlidssigen wollen, fiir die y” " und
m+n > 5 sind:

3 _ 3Beostw)e | (-2784 V2 cos(21()) - 825V2) e |

Yi+y+|-—= Y+
7688
V2 31V2 1)
15y° ~ 0
=

Dem Weg von (Hagel, 1992) folgend, fithren wir eine weitere Transformation an Gleichung
(71) durch: Setzen wir 7 als neue unabhingige Variable, definiert durch die
Transformationsvorschrift:

T= —— (72)

Es folgt daher fiir die Ableitungen nach 7:

y) = ¥(1) (73.1)
Y) = 2y \(/%) (73.2)
v V(@)

y'W) = 2 (73.3)

Wir setzen (73.1) und (73.3) in (71) ein und erhalten in der neuen Zeit 7 folgende neue Form
der Bewegungsgleichung:

— 132~
Y +8y-2124/2 y -2 =T V2 ecos(t) y* +

(74)
2784 — 8252
15[30 V4 (__96T V2 cos(21) - 561 )y3) =0




36

Im Unterschied zur Sortierung der auftretenden Potenzen in y und e von (71) haben wir in (74)
alle Produkte von e und y gleicher Potenz zusammengefasst. Diese kennzeichnen wir, indem
wir einen kiinstlichen Stérparameter A einfiihren: Hierbei gilt fiir AV, dass N = m+n iiberall
dort, wo y™ " ist. Lambda selbst ist 1 und wird nach Durchfiihrung des Storansatzes wieder
durch die Identitit ersetzt.

3.2. Bestimmung der inversen Phasenfunktion

Damit (74) vollstindig bestimmt ist, bendtigen wir die Variablenbeziehung t in Abhiingigkeit
von 7 iiber . Hierfiir miissen wir die Phasenfunktion (40) nach t auflosen und dann iiber die
inverse Beziehung zu (72) bestimmen. Da es sich bei (40) um eine Storreihe handelt, setzen
wir fiir die Umkehrfunktion ebenfalls eine Reihenentwicklung um e an. Die Phasenfunktion
ergab sich im vorigen Abschnitt bis zur 5. Ordnung in e zu:

2167 N 89607 ¢* )t

31vV2 2383282

962 e . 5076 V2 &3 , 417688347 &
31 29791 658470473 /2

1710 V2 &2 13377241 ¢&*
0V2e 133 ¢ ]sin(Zt)+ (75)
961 21240983 V2

3007436 V2 ¢ 37775255721 ¢°
2055579 30289641758 V2
474025501 ¢* sin(4 1) , 18990343371 ¢ sin(5 1)
169927864 V2 6584704730 V2

Wir erhalten die Summe aus einem treibenden Term (« t) und oszillierenden Termen mit
Periode 2. Was wir suchen, ist die Funktion t(¢). Wir machen somit folgenden Ansatz fiir die
noch unbekannten Koeffizientenfunktionen #;:

w(r) = (2 V2 +

) sin(?) +

) sin(3¢) +

t=1t()) + i) e + ) e + 100) € + () e +ts(p) & + O(e) (76)

Wir setzen (76) in (75) ein und entwickeln die trigonometrischen Funktionen nach dem
Parameter e. Geordnet nach den Potenzen in der Exzentrizitit ergibt sich somit das
Gleichungssystem:

2V2 1=y (77.0)
1 — _

3—1\/2 96 sin(fy) +2 V2 t; =0 (77.1)

3420 sin(2 o) + 651 ty + 5952 cos(ty) 1 + 3844 1, = 0 (77.2)

6365664 sin(ty) 17 = 700488 sin(ty) + 6014872 sin(3 ) +

77.3
6417 (2280 cos(2ty) +217) t; + 12731328 cos(ty) t, + 8222316 13 (77-3)
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16 cos(tp) (10963088 17 + 151184520 sin(ty) 17 + 13377241 sin(ty)) =
474025501 sin(4 fp) + 63889791 1y + 1209476160 cos(2 1) t, + 115112424 1, + (77.4)
1984 t; (29187 cos(tp) + 751859 cos(3 1y) — 530472 sin(ty) 1) +
1052456448 cos(tp) t3 + 679711456 t4

(384273279240 sin(ty) — 755505114420 sin(3 1) + 1747111590132 sin(5 1) +
3565 (214035856 cos(2 1y) + 1896102004 cos(4 1) + 63889791) 1, —
166214560 (621 sin(fy) + 47991 sin(3 #y)) 13 —

2 (621 cos(tg) + 15997 cos(3 ty)) to) + 1891132680
(—1520 cos(2 1) t% —4560sin(2t9) tr t1 + (2280 cos(2ty) + 217) 13) +
156333634880 (sin(to) 1] — 12 cos(to) o 17 —
24 sin(ty) 13 1) — 12.sin(f) 15 + 24 cos(ty) 1) +
2423171340640 15) / (605792835160 V2 ) = 0

(77.5)

Dieses ist nun rekursiv in den Funktionen ¢ (1 = 0,..,5) zu losen. Der Algorithmus
InversePhaseFunction aus Kapitel 5 implementiert ein Verfahren, um auf Ldsungen
beliebiger Ordnung zu kommen. In unserem Fall finden wir die Losung des obigen Systems
und bestimmen es zu:

¥
/f = —
= 7 (78.0)
R RPN
nw) = 3 ( 48)sm(2\5) (78.1)
_297 () 20y
L) = = sm( \/5) e (78.2)
1422sin(=2=) 117646 sin(-2%)
_ 1 5 v\ 2v2 ) 2v2 78.3
BW) = 56 V2 63w005(2\/§) 29791 2055579 7
6237 COS(-‘/%) 1] 62265 i
M T leavz | 10062442
(78.4)

1622037 sin - | 64252835in(v2 )
21240983 679711456
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100863y cos(—2=) 1235283y cos(=1%)
+

1)) = 2B o
18470422 849639322
2
(1323;0 83934411 )sin( Y )_ (78.5)
476656 2633881892 242

36613221 sin(%%-) 3581751713 sin(5375)

26338818920 121158567032

Dies entspricht auf Grund der Konstruktion in (76) der gesuchten Transformationsvorschrift.

Das Bilden einer Umkehrfunktion einer Storreihe ist kein triviales Problem. Der Algorithmus
zur Bestimmung ist zwar - abgesehen vom Rechenaufwand - einfach durchzufiihren. Jedoch
liefert er im allgemeinen keine sehr gute Approximation fiir lange Zeiten. Zur Demonstration
betrachten wir ¢~ ! (i/(t)) = id in einem Zeitintervall (0,1007):

©
= 200
100 |
0 h—————'mw'\wrﬂ\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/ -
0 100 200 300 400 500 600
t

Grafik 7: Vergleich zwischen der Darstellung der Storreihen der Phasenfunktion und ihrer
inversen mit der ersten Mediane. Aufgrund des Approximationsfehlers, der durch die endliche
Reihendarstellung - O(e'?) - zu Stande kommt, ergibt sich eine Abweichung fiir groBe Zeiten.
Die Exzentrizitdt wurde fiir die Darstellung e = 0.3 gewihlt.

Deutlich ist die Abweichung von der ersten Mediane jenseits der 60. Umlaufperiode der
Primérkorper (t ~ 400) zu sehen. Inwiefern sich diese Tatsache auf die Genauigkeit der
Ergebnisse auswirkt, wird am Ende dieses Kapitels ausfiihrlich diskutiert. Die Exzentrizitit
betragt in der Grafik 7 e = 0.3. Die Ursache fiir die Abweichung ist in dem endlichen
Storansatz zu suchen. Der Abbruchfehler summiert sich iiber die Zeit auf und schrinkt daher
die Genauigkeit fiir gro3e Zeiten ein.

Es ist erstrebenswert, eine bessere Methode fiir die Bestimmung der Umkehrfunktion einer
Storreihe zu finden. Eine Moglichkeit wére, die inverse Funktion anzusetzen und die
Differentialgleichung dementsprechend umzuschreiben. Das Problem konnte somit auf das
Auffinden der Differentialgleichung der Umkehrfunktion zuriickgefithrt werden. Die
Umkehrfunktion ergibt sich dann klassisch durch Ansetzen einer Storreihe. Weitere
Untersuchungen waren zu diesem Zeitpunkt noch nicht abgeschlossen, scheinen sich aber zu
lohnen, wie aus der Abweichung von der ersten Mediane in Grafik 7 ersichtlich ist.
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3.3. Die Poincaré - Lindstedt Methode

Die Methode der gedehnten Koordinaten oder Methode von Poincaré - Lindstedt eignet sich
sehr gut dafiir die Gleichung (79) zu 16sen. Die Losung nullter Ordnung entspricht der des
harmonischen Oszillators mit Grundfrequenz 2 V2, jede weitere Ordnung definiert in Form
eines angeregten Oszillators weitere Schwingungen der Oszillationen des dritten Korpers. Die
Form der Gleichungen, die von den hoheren Ordnungen her riihren, ist auch der Grund, warum
der herkommliche Storungsansatz hier versagen muss: Stimmt die Frequenz der Losung mit
der der Anregung iiberein, so kommt es unweigerlich zu sidkularen Termen, die die
Konvergenz der Storungslosung in der Zeit zusammenbrechen lassen werden. Dies
widerspricht jedoch der physikalischen Tatsache, dass periodische und quasiperiodische
Bahnen laut KAM - Theorem beschrinkt, daher an das System gebunden bleiben. Da wir mit
der Storungstheorie nur diese Bahnen beschreiben konnen, entsprechen eventuelle
ungebundene Losungen sicher nicht der physikalischen Realitét, sondern kommen einzig und
allein von der verwendeten Methode der Storungstheorie. Natiirlich gibt es im
Sitnikovproblem ungebundene Losungen, die vor allem bei hohen Energien im System
auftreten werden, jedoch konnen diese, meist chaotischen Bahnen nur durch numerische
Integration gefunden werden. Unsere Aufgabe hier ist, jene kiinstlichen Sékularterme zu
vermeiden. Dies gelingt uns, indem wir die Methode von Poincaré-Lindstedt verwenden:
Zusitzlich zu einer Entwicklung der abhiingigen Variable, wird auch die unabhéngige Variable
t nach dem Storparameter entwickelt. Eine sehr kompakte Darstellung der von Poincaré
entwickelten Methode kann in Zwillinger (1957) gefunden werden.

3.3.1. Explizite Darstellung der Bewegungsgleichung

Zunichst ist es notwendig, Gleichung (74) explizit in der neuen Zeit 7 zu schreiben.
Verwenden wir die Ergebnisse des letzen Abschnitts und ersetzen die Zeit t durch die Phase
und anschliefend durch die Beziehung ¢(7), definiert in (72). Da es sich bei (76) wiederum
um eine Storreihe in e handelt, entwickeln wir die trigonometrischen Funktionen, in denen e
vorkommt, wiederum nach der Exzentrizitit e. Folgende Uberlegung wird uns jedoch viel
Rechenzeit ersparen: Jene Terme, die der Ordnung m sind, werden mit A" multipliziert. Jede
Entwicklung, die iiber die nullte Ordnung in e hinausgeht, féllt daher automatisch in den
Bereich A*, wobei m+ > m ist und kann daher wieder vernachléssigt werden. Es reicht aus, in
den trigonometrischen Termen die Zeit t durch die Phase ¢ nullter Ordnung zu ersetzen.
Ersetzen wir zudem noch ¢ durch 7, erhalten wir schlieflich die gewiinschte Form der
Bewegungsgleichung in den Variablen y und 7 (mit ” als Ableitung nach 7):

— 132~
Y +8y-2124/2 y -2a =T V2 ecos(t) y® +

> (79)
2784 — 825v2
AS[3O yS +€2 (—-36T \/2 cos(2T)— %J)ﬁ) =0

Bevor wir uns daran machen (79) zu 16sen, sehen wir uns die Gleichung noch ein wenig
genauer an: Es handelt sich hierbei um eine Differentialgleichung 2. Ordnung, nichtlinear in
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der abhédngigen Variablen y und explizit abhingig von der unabhingigen Variablen 7. Der
homogene Teil ist aufgrund unserer Transformationen zeitunabhingig, die Gleichung
entspricht daher einem angeregten harmonischen Oszillator, wobei die Anregung durch eine
polynomische Form in y und e gegeben ist. Im ndchsten Abschnitt werden wir mit Hilfe der
Methode von Poincaré - Lindstedt diese Gleichung l6sen. Der Versuch stellt insofern etwas
Neues dar, als das die Methode eigentlich fiir Gleichungen, die nicht explizit von der Zeit
abhédngen, entwickelt wurde. Es ist bis zu diesem Zeitpunkt kein Beispiel aus der Literatur
bekannt, in dem die Methode auf Gleichungen vom Typ (79) erweitert wurde. Ein wesentlicher
Punkt dieser Arbeit ist daher, zu zeigen, dass die Methode ohne weiteres auch fiir diesen
Typus funktioniert. Uber das Konvergenzverhalten des Verfahrens im allgemeinen kann an
dieser Stelle jedoch noch keine uniforme Aussage getroffen werden.

3.3.2. Durchfiihrung des Ansatzes

Ausgangspunkt der Methode der gedehnten Koordinaten ist die Verwendung von zwei
Ansitzen der Form:

Y(T) = Yo(1) + y1(D A+ y2(1) A2 + y3(1) A2 + ya(0) A* + ys(7) A° + 0OA°) (80)

Im Unterschied zu diesem klassischen Storansatz entwickeln wir zusitzlich noch die
unabhingige Variable 7 ebenfalls nach dem Storparameter A:

7(0) = 0 + T () A + To(0) A2 + T3(0) A2 + Ty(0) A* + Ts (o) 1 + O(A%) (81)

wobei y; und T; (i = 0,..,5) unbekannte Koeffizientenfunktionen und A der Kkiinstlich
eingefiihrte Storparameter (A = 1) sind. Durch den Ansatz in (81) dehnen wir die Zeit; die
verstrichene Zeitdauer hiangt nun selbst vom Storparameter A ab und die so gewonnen freien
Funktionen T, ermoglichen uns, die nicht physikalischen Sédkularterme durch geschickte Wahl
aufzuheben. Setzen wir (80) und (81) in (79) ein, so erhalten wir durch Ordnen der Terme nach
den auftretenden Potenzen in A das zu 16sende Gleichungssystem (der Operator * meint ab hier
ausschlieBlich die Ableitung nach der unabhédngigen Variablen o):

y()” +8y,=0 (82.0)
yi”7+8y1 =2T yo"" +yo' T” (82.1)
V28 =2T 3" + TV oy =3T/ yo”" )+ i’ T\ + yo' (T, =3T," T\”) (82.2)

y3” +8 y3 = 12 \/E yg + 2T3/ y()” + 2T2’ yl/, +
Tll (—6 Tz/ y()” + Tll (4 Tll y()” -3 )’1”) +2 yzl,) + yzl Tll, + (823)
yi' (T =3T/T/")+y (3T T\ + T, (6T T{” =3T,") + T3")

1 = _
v+ 8y = o V2 132 ecos() yg +36 V2 yi y3 + 2Ty o +

2Ty + T2 2y, =3T) ")+ T (=6 T3 yo" = 6T, y;” +
Ty (12T yo"" + Ty @G y” =5T y") =3 ") +2y3")+ ' Ti" +  (82.4)
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v (T =3TVTY)+y" (3T, T, +T,/ (6T T\ -3T,")+T3") +
yol (_3 T3/ Tll/ _ 3 Tz, T2// +
T (2T T + T/ (6 T,” — 10Ty T;”) =3 T3") + T4"")

1
5" +8 ys = 6(3_1 V2 396 cos(o) y1 ¥R +

1 1
e(%—l— V2825 3 + gz V2 2784 cos(20) yg)) +

Yo (36 V2 37+ 30 (36 V2 y2 =30 55)) + 2T5 yo” + 24’ 31" +
2T3" y2" + T2 (=6 T3  yo" =3Ty" y" +2y3") +
Ty (=6Ty yo"" —6T3 y1”" +

Ty (12T yo" =6 32" )+ Ty (12T3" yo”" + 12T,  yi” +

T (=20 Ty  yo”" + T (6 Ty yo" =5 y1") +4 y2") =3 y3") +

2y +y4' T + 3" (" = 3T/ T{") +
v ' (3T, Ty +T) (6T T -3T,")+T3") +
yvi' (=3T3’ T, =3T,) T,” +

T (12T T + T, (6T,” — 10T T;”)=-3T3")+ T4") +
vo ! (=3T4 T\ =3Ty" T, + T, (6T, T\ =3T3") +

T (2T T + 12T, T,” + T (=30 T, T +

T, (A5T T -10T,")+ 6 T3”")=3T4") + T5")

(82.5)

Auf den ersten Blick scheint das System schwierig zu losen. Es handelt sich um sehr stark
verschachtelte Gleichungen, die verwendete Hornerform soll dies deutlich hervorheben.
Warum Storungstheorie verwenden, wenn das Ergebnis scheinbar eine Ansammlung von
schwerer zu l6senden Gleichungen als die Ausgangsgleichung ist? Blicken wir jedoch genauer
hin, so sehen wir, dass jede der Gleichungen einem einfachen Bildungsgesetz gehorcht. Alle
Gleichungen (82.0) - (82.5) haben folgende grundlegende Form:

yi” +8yl = Fi ()’0, ceey )’n, yO,’ ceey )’n” yO”’ e yn”’ (83)
To, ... T, T/, ... T, T, ..., T, o)

Wobei Fy = 0 und alle weiteren F; rekursiv durch die Losungen y; und T; mitj < i
eindeutig gegeben sind. Die homogene Losung jeder der Gleichungen des
Differentialgleichungssystems entspricht einem gewohnlichen Oszillator mit Grundfrequenz
22, es folgt daher sofort die allgemeine Beziehung:

Yhom,i = Ci1 -cos(2 \/E 0') +Cir- sin(2 \/3 0') (84)

wobei die C;; (i =1, 2 ;j =0,.5) aus den Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt sein
miissen. Es gilt insbesondere fiir die Losung nullter Ordnung und fiir die Wahl y(0) = yp und

y'(©0) = yo':
Yo =Cii-c0s(2V2 o) + Cp-sin(2 V2 o) (85)

Cri=yo=C (86.1)
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Cip= 2)33 = (86.2)
Wir haben es hier mit der gleichen Losung nullter Ordnung zu tun, wie im 2. Kapitel fiir den
integrierbaren Fall der Bewegungsgleichung. Die Grundfrequenz der periodischen Losungen
im Sitnikovproblem entsprechen jener von 2 V2. Trotzdem ist es uns gelungen, nichtlineare
Effekte gewissermallen in der Transformation durch die zeitabhingige Amplituden- und
Phasenfunktion zu "verstauen". Die Losung nullter Ordnung (85) entspricht in der Form zwar
jener von (17), rithrt aber bereits von der nichtlinearen Bewegungsgleichung her.

Die allgemeine Losung einer Gleichung vom Typ (83) lautet:
vi(o) = Ciy -cos(2 \/5 0') +Cia- sin(2 \/5 0') +

sin2\/§ (.,
cos(2\/§0')[f:— ( 23;7( p)dp)+

[f\a COS(2 \/Ep)_F,( - F) cﬂp) sin(2 \/_2— 0')
0 22

Da die Anfangsbedingungen mit (85) vollstindig erfiillt sind, miissen wir alle weiteren
Cij G = 1,2) mit i > 0 in (87) null setzen. Die Bestimmung der Losungen des
Gleichungssystems (82.1) - (82.5) reduziert sich somit auf das Auffinden von Integralen vom
Typ (87), sowie dem wiederholten Vereinfachen von algebraischen und trigonometrischen
Ausdriicken. Da alle F; (i = 0,..,5) hochstens aus Produkten von trigonometrischen Funktionen
aufgebaut sind, lassen sich diese auch in jedem Fall integrieren. Es ist daher moglich, mit dem
konstruierten Verfahren, durch den Rechenaufwand begrenzt, beliebige Ordnungen in A
anzugeben. Die wachsende Anzahl der Terme setzt dem jedoch eine praktische obere
Schranke entgegen. Zudem haben wir es mit semikonvergenten Reihen zu tun, eine
Konvergenz fiir die Reihendarstellung ist daher mit steigender Ordnung nicht gesichert. Die
Genauigkeit wird nur bis zu einer gewissen Ordnung zunehmen, mit wachsender Ordnung
jedoch wieder abnehmen. Das Problem, welches in der Himmelsmechanik in der
Storungstheorie hdufig auftritt, wird auch Problem der kleinen Divisoren genannt. Diese treten
zunehmend mit wachsender Ordnung auf und fithren dazu, dass sie die Konvergenz der

87)

Reihen zusammenbrechen lassen. Der Grund, warum wir in dieser Arbeit die Ordnung nicht
weiter als bis zur 5. Ordnung und im Anhang nicht iiber O(17) erhdhen, begriindet sich jedoch
allein dadurch, dass durch die Approximation der Bewegungsgleichung bis zur 7. Ordnung
hochstens eine Genauigkeit erreicht werden kann, die wir gerade eben mit der 7. Ordnung in A
tiberschritten haben. Jede weitere Ordnung wiirde daher nur eine Verbesserung an jenen
Stellen hinter dem Komma liefern, welche durch die Approximation der Differentialgleichung
nicht mehr relevant sind.

Setzen wir die Losung nullter Ordnung (85) in (82.1) ein, so erhalten wir fiir die erste Ordnung
die folgende Differentialgleichung:
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M +8y=cos2V2 ) 2V2 G T - 16 C Ty') +

2 88
sin2 V2 o) (-16 & T =2V2 € Ty) (88)

Um die zu Resonanzen fiihrenden Terme (mit Argument 2 \/3 o) zu beseitigen, miissen wir T}
derart wihlen, dass sowohl

\/ECI Tl/’+8C2T1,=0 (39)
als auch
8C, Ty -V2C, T, =0 (90)

erfiillt sind. Die Losungen von (89) und (90) sind

4200
T =k - = &G 1)
42 ¢,
beziehungsweise
4V2 oy
Ti(0) = K> + € 5 GK (92)

442 ¢

Um den Kosinusterm und den Sinusterm gleichzeitig zu eliminieren, setzen wir K; und K,
gleich null. Ubrig bleibt die triviale Losung

Ti(0)=0 93)

Die Wahl fiir die Konstanten rechtfertigt sich aus der Tatsache, dass sie nur sdkulare Terme
verhindern muss. Wir konnen daher jede spezielle Losung von (89) oder (90) wihlen, solange
sie nur beide Terme zum verschwinden bringt. Die triviale Losung reicht daher vollig aus!

Gleichung (88) wird somit zu einem einfachen harmonischen Oszillator.

yi"+8y1 =0 (94)

Da die Anfangsbedingungen bereits mit der Losung nullter Ordnung erfiillt wurden, setzen wir
die unbestimmten Konstanten in der Losung darin gleich null, fiir den linearen Term bleibt
daher die triviale Losung:

yi(e)=0 95)

Wir fahren fort und setzen die gefunden Losungen fiir yp und y; in (82.2) ein. Durch einfache
algebraische Umformungen ergibt sich wiederum eine einfache Form derart, dass

v +8y =
cos(2V2 o) (2V2 O, T - 16 C; Ty ) + (96)
sin2v2 ) (-16 & T -2V2 € TL")
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Die Form von Gleichung (96) ist bis auf den Index i der von (88) ident. Analogerweise folgern
wir fiir die Zeitdehnungsfunktion und Losung zweiter Ordnung:
Th(0)=0 97)

und

y2(0) =0 (98)

Betrachten wir die Ausgangsgleichung (79), so wird klar, die auftretenden Potenzen in A sind
A% A3, A%, 25, A%und 7. Folglich verschwinden bei einem Storungsansatz um A die
Ordnungen 1 und 2. Betrachten wir die Gleichung der 3. Ordnung (82.3) und setzen die
gewonnenen Ausdriicke der Ordnungen A < 3 ein, so erhalten wir:

v +8y3==3 V2 Ei» cos(6 V2 0') -34/2 Es sin(6 \/30') +
sin2V2 o) (V2 OD G, -2 C T3) - 16 G, Ty ) + (99)
cos(2V2 ) (V2 ODC +2C, T3) - 16 €1 T3

wobei die Konstanten D und E; ; definiert sind iiber die Relationen:

D=C+C; (100.1)
E;=Ci(CI-3C)) (i, j € (1, 2) (100.2)

Die Amplituden der zu Sékulartermen fiihrenden Ausdriicke sind:
(V20ODC +2GTy) - 16C Ty') =0 (101)

(V20ODC-2C1Ty) - 16 G, Ty) =0 (102)

wobei (102) vom Sinusterm, (101) vom Kosinusterm herriihrt. Eine spezielle Losung, die
beide Gleichungen erfiillt, kann leicht gefunden werden. Setzt man die auftretenden
Konstanten der allgemeinen Losung gleich null, so erhélt man folgende Wahl fiir T3, die die
Bedingung erfiillt, beide resonanten Terme zu eliminieren:

9
Ti(0)= —= Do (103)

8vV2

Setzen wir (103) in (99) ein so erhalten wir die zu 16sende Gleichung:

y3" +8y3=3vV2 Ej5c08(6 V2 o) —3V2 Ey;sin(6 V2 o) (104)

Auch diese Gleichung ist von der Form (83), wir 10sen sie daher durch Integration des
inhomogenen Teils anhand der gefundenen Formel in (87), wobei die Konstanten gleich Null
gesetzt werden diirfen, und erhalten fiir die dritte Ordnung:

3 _ _
y3(0) = — o~ (Ei2cos(6 V2 o) — Es sin(6 V2 o)) (105)
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Wir fahren fort mit Gleichung (82.4). Diese lésst sich in eine sehr kompakte Form schreiben.
Wir vereinfachen die trigonometrischen Terme und heben nur jene Ausdriicke heraus, die zu
Sikulartermen fiihren:

vi' + 8y = % V2 ecos(o) (C1 cos(2 V2 0') +C, sin(2 V2 0') )3 -

sin2 V2 0)2(8 G Tw' + V2 €1 Ty + (106)
cos(2 V2 0') 2 (\/5 C, Ty —8C T4')

Die Koeffizienten der resonanten Terme entsprechen in der Form jenen in (88). Wir folgern
daher analog fiir die Zeitdehnungsfunktion Ty :

Ti(0) =0 (107)
Ubrig bleibt die Differentialgleichung:

ya" +8yy = 3% (—132) V2 ecos(a) (C) cos(2 V2 o) + Cy sin(2 V2 o))’ (108)

Auch diese Gleichung ist 1osbar. Die Losung ergibt sich durch Integration und sieht in
kompakter Form folgendermal3en aus:

y4(0) =
(33¢(381 Dsin(2 V2 o) (V2 Ca cos(c) + 8 Cy sin(or) ) +381 D

122047
cos(2 V2 o) (\/5 Cy cos(0) — 8 Cy sin(0) ) — (109)
sin(6 V2 o) (24 Ey 5 sin() — 65 V2 By cos(0) ) -
cos(6 \/5 0') (65 \/5 Ei 2 cos(o) +24 E, ; sin(o) )))
Wir werden spiter die trigonometrischen Funktionen mit gleichem Argument
zusammenfassen, wenn es darum geht, die Ergebnisse aller Ordnungen aneinander zu reihen.

Durch Einsetzen der Beziehungen T; und y; mit i < 5 in (82.5) erhalten wir fiir die 5. Ordnung
in A nun die Differentialgleichung:
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s +8ys =
1 ) p
7688 (3 (7424 V2 & cos20) (Creos(2 V2 ) + Cy5in(2 V2 o) )g +

5(-5(961D-22V2 ¢*)Ejpcos(6 V2 o) +
5(961 D —222 ) By sin(6 V2 o) -

961 F15 cos(10V2 o) =961 F21sin(10V2 o) ))) + (110)
75D (33V2 ¢ -961D
cos(2V2 o) [Cl[ ( \g;; ) _ 16T5')+2\/§c2 T5”)+

75D (33V2 * - 961 D)
3844

sin(2 V2 o) (cz( - 16 Ts')—zx/?cl T5”)

wobei die Konstante F; ; sich aus den Anfangswerten ergibt:

Fij=Ci(C/-10C; C; +5C)) (111)

Folgende Koeffizienten miissen aus Gleichung (110) eliminiert werden, um das Auftreten
kiinstlicher Sikularterme zu verhindern:

75D (332 €2 - 961 D)

~16Ts' [+2V2 G, T5” =
4 3344 6T |+ Cy Ts 0 (112)
75D (332 ¢* - 961 D)
C, T —16Ts'[-2V2 ¢, Ts” =0 (113)

Eine spezielle Losung, die beide Gleichungen (112) und (113) erfiillt, ist:

75D (961D —33+/2 &2
Ts(o) = — ( 501 ) o (114)

Die Differentialgleichung der 5. Ordnung ergibt sich demnach zu:

ys" +8ys =
1 _
7683 (3 (7424 \/2 e’ cos(2 o) (C1 cos(2 \/3 0') + C, sin(2 \/5 0') )3 +
5(-5(961D-22V2 ¢*)Ej,cos(6 V2 o) + (115)
5(961D-22v2 €*)Eysin(6 V2 o) -
961 F1cos(10 V2 ) - 961 F2,15in(10 V2 o) )))

Der inhomogene Teil von Gleichung (115) ist hier in einer sehr kompakten Form
niedergeschrieben. Ersetzt man die Produkte der trigonometrischen Funktionen durch ihre
dquivalenten Darstellungen in Form von kombinierten Argumenten kann das Integral der Form



(87) gefunden werden und ergibt sich zu (bereits geordnet nach den auftretenden Argumenten
der trigonometrischen Funktionen):

ys(o) = (4142592(-4 +V2) & Ci Deos2V2 o +20) +

106770944
4142592(4+V2)e* € Deos20 -2V2 o) +

4142592 (-4 +V2) e C, Dsin(2V2 o +20) -

4142592 (4 +V2)e&? G, Dsin20 -2V2 o) -

44544 (-12+17V2) € B cos(6 V2 o +20) —

44544 (12 + 17V2) @ Ejpcos20 - 6 V2 o) + (116)
44544 (-12+17V2) e By, sin(6 V2 o +20) —

44544 (12 +17V2) & By sin2 0 - 6 V2 o) +

16275(961 D — 222 ¢*)E;5 cos(6 V2 o) —

16275(961 D — 22 V2 ¢*) By, sin(6 V2 o) +

1042685 Fy 5 cos(10 V2 o) + 1042685 F»; sin(10 V2 o))

Die mit steigender Ordnung wachsende Anzahl der Terme ist nur mit ausgezeichneten
Computer - Algebra - Kenntnissen zu meistern. Es reicht auf keinen Fall aus, die Gleichungen
einzugeben und mit den vorgefertigten Standardmethoden zu bearbeiten. Der Rechen- und
Speicheraufwand wiirde jeden Versuch augenblicklich zunichte machen, wovon sich der Leser
sofort iiberzeugen kann. In Kapitel 5 wird ein Algorithmus MPLExpansion vorgestellt, der die
Methode von Poincaré - Lindstedt automatisiert durchfiihrt. Das Aufstellen der Gleichungen,
die Ableitungen der Bedingungen fiir die resonanten Terme, deren Elimination sowie das
vielfache Umordnen der auftretenden Ausdriicke erfordert ein Maximum an Optimierungen.
Die Herleitung der Ergebnisse fiir die weiteren Ordnungen kann aus dem Protokoll, welches
vom Algorithmus wihrend der Ableitung erstellt wird, eingesehen werden. Es handelt sich um
eine sehr standardisierte Methode. Der Vorgang folgt in allen Punkten, denen der letzen
Ordnungen.

Wir haben das Problem im Prinzip gelost. Die Ansatzgleichungen (80) und (81), mit den
Losungen in den einzelnen Ordnungen y; der Gleichungen (85), (95), (98), (105), (109) und
(116) sowie die Losungen fiir die Zeitdehnungsfunktionen T; in (93), (97), (103), (107) und
(114) definieren die Losung in den Variablen y und o. Im néchsten Abschnitt geht es darum,
die gewonnen Ergebnisse auf die Variablen z und t riickzutransformieren. Besonderes
Augenmerk wird darauf gelegt, eine Form zu finden, in der wir die Losungen fiir physikalische
Zwecke verwerten konnen.
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3.4. Analytische Losung der nichtlinearen Gleichung

In diesem Abschnitt wollen wir die gefundene Losung in eine Form bringen, in der wir sie fiir
weitere Analysen verwerten konnen. Um physikalische Zusammenhédnge der Systemparameter
e, z(0), z'(0) und der Zeit t aufstellen zu konnen, suchen wir am besten eine Darstellung der
Form:

N
20 =) (AUC1, G, e, 1)-cos(Wi(Cl, Cay €, 1)) +
& (117)

Bi(Cy, Ca, e, 1) -sin(¥i(Cy, Ca, e, 1))

wobei C; mit der Anfangsamplitude und C, mit der Anfangsgeschwindigkeit tiber (86.1) und
(86.2) zusammenhiéngt. Zusitzlich mochten wir die Amplituden- und Phasenfunktionen in eine
Form bringen, sodass wir sofort lineare und nichtlineare physikalische Effekte des Systems auf
den dritten Korper trennen und verstehen konnen. Wir suchen daher im allgemeinen folgende
Form fiir die Amplitudenfunktionen Ay und By:

N

Ak:Ak(t):Zai(t)-Clk-Czl-em k+l+m=i-1) (118)
i=1
N

By = Bi(t) = Zb,-(t)- ch-Gl-e™ k+l+m=i-1) (119)

i=1

sowie einen dhnliche Form der Darstellung fiir die Phasenfunktionen

N
W =We(t) = ) Wai(t) -Ch- Ch-e"  (k+l+m=i-1) (120)
i=1
Die Form, in der wir die Losung darstellen mochten, spiegelt die wohl wichtigste Eigenschaft
von nichtlinearen Systemen wieder: Die explizite Abhidngigkeit der Amplituden- und
Phasenfunktion von der Zeit und den Anfangsbedingungen, wie wir sie in linearen Systemen,
wie z.B. dem harmonischen Oszillator, nicht finden.

Um die Losung aus dem vorigen Abschnitt auf die Form (117) zu bringen, erinnern wir uns an
die Transformationen, die die abhiingige Variable z auf y und die unabhiingige Variable t auf o
transformiert haben. Durch Umkehrung von (61) ergibt sich fiir die Position z in Abhingigkeit
der Zeit:

(1) = w(t)- y(1) (121)

Die Zeit t haben wir im ersten Schritt durch die Variable ¢, dann durch 7 und schlieBlich durch
o ersetzt. Es folgt daher sofort durch Umkehrung der Reihenfolge der verwendeten
Transformationen:

(1) = w(t)- Yo (r((0))) (122)
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Dies sieht unserer gewiinschten Form schon recht dhnlich, betrachten wir unsere Resultate aus
dem vorherigen Abschnitt; dennoch miissen wir noch einiges an Rechenzeit investieren, die
einzelnen Terme in die alten Variablen riickzutranformieren und entsprechend ihrer Wirkung
zu ordnen. Es heiBit, einen Algorithmus zu finden, mit dem wir sie in die gewiinschte
Reihenfolge bringen konnen. Dies hindisch durchzufiihren wiirde zu lange dauern und stiinde
in keiner Relation zu den gewonnenen physikalischen Erkenntnissen. Im ersten Schritt
bestimmen wir die Umkehrabbildung zu (81), um die unabhéngige Variable o auf 7 zu
transformieren, im zweiten suchen wir die Anteile an den einzelnen Amplitudentermen.

3.4.1. Die nichtlineare Phasenfunktion der Losung

Die durch den Ansatz (81) definierte Zeittransformation von 7 nach o ergibt sich gemif (93),
(97), (103) und (107) sowie (114) bis zur 5. Ordnung zu:

oD A3  75(D(961D =332 ) o) A3
(o) = 0 + e (2 )9) + 00 (123)
8+/2 61504

Bei der Umkehrfunktion handelt es sich wiederum um eine Storreihe, gegeben durch den
Ansatz:
=000 + T (D) A+ 02(1) A% + 03(1) A + 04(0) A* + o5(1) L0 + O(A°) (124)

Wir folgen der Vorgehensweise aus Abschnitt 3.2., setzen (124) in (123) ein, entwickeln und
ordnen nach dem Parameter A. Es folgt daraus das Gleichungssystem:

oo(n) =1 (125.0)
o()=0 (125.1)
o(1)=0 (125.2)
9D oy(1)
_— + =0

" \/2 03(7) (125.3)
9D o (1)

———— +0u(m)=0 125.4

SV ( )
75D (961D =332 &) oo(t) 9D ory(1)

- 61504 Y

Die Umkehrtransformation ergibt sich somit durch den Ansatz (121) und den Losungen aus
dem obigen System zu (wir setzen A = 1):

+os5(t) =0 (125.5)

oD 75D (=332 €® + 961 C} +961 C3)
82 61504

Die Transformation von 7 auf ¢ war (72) :

o(r) =1~ T (126)



T= L_ (127)

22

Die Phasenfunktion ¢ = y(t) haben wir im Kapitel 2 bestimmt. Setzen wir ¥(t) in die obige
Gleichung ein und vernachlissigen Terme mit ¢*-C,'-C,™ mit k+l+m > 5 so erhalten wir
schlieBlich die gesuchte Beziehung o in Abhéngigkeit von t:

) =Tlint + Oosc =
9(C?+C3 15 , 5 4
tHHl- ————+ — C3 + Ci+(C)+
( V2 0 2+ 4( 1 +C3)
( 21 4167 (c%+cg)) 2, 89607 e4)
— e ———
124 15376 V2 953312

, (41768834765 ( 2538 26271(c%+c§)) 5
sin( + - e’ +
2633881892 29791 119164\/—

225 27 N 4, o, 28

(62 cC:- \/_(c +C)+ (c C2)+3—1)e +
855  7695(C? + C3 13377241
sin(2t)(2( - (Cr+ 2))— i )
961 7688 V2 84963932

sin(3 t)( 3(1503718 2255577 (C%+C%)) 37775255721 &5 )
2055579 27407722 121158567032

474025501 sin(4 t) e* N 18990343371 sin(5 £) €
679711456 26338818920

Sie besteht aus einem direkt zeitproportionalen Anteil o, und einem oszillierenden Anteil
Oosc- Um auf die Form von (120) zu kommen, ist es notwendig, die Terme nach folgender
absteigender Prioritit zu ordnen: Nach der Variablen t (um die lineare Phasenverschiebung zu
bekommen), nach den trigonometrischen Ausdriicken (sin(n-t)) und nach der Exzentrizitit e,
wobei wir gleiche Potenzen und Produkte in C; zusammengefasst haben. Eine Aufgabe fiir
Computeralgebra, wie sie mit der Prozedur Sigma im Kapitel 5 implementiert ist.

(128)

Die Losung des Sitnikovproblems ldsst sich daher schreiben:

(1) = w(t) - y(o (7)) (129)

wobei o (t) durch Gleichung (128) eindeutig definiert ist. Es ist uns somit nun moglich, die
nichtlinearen Phasenfunktionen ¢ (t) explizit gemiB (120) anzuschreiben:

Ui =22 o) (130.1)
Ua(1) = 6 V2 () (130.2)
Y30 = 10V2 o (2) (130.3)

Ya() = o(1) —6V2 o (1) (130.4)



51

Us(h) =20() -6 V2 o) (130.5)
Ye(t) = o(t) = 2V2 (1) (130.6)
Ur(t) = 20() - 2V2 () (130.7)
Ys(t) =2V2 o) + o (1) (130.8)
Yo(t) =2V2 (t) + 2 (1) (130.9)
Yro(t) = 6 V2 o(t) + o (0) (130.10)
Y0 = 6V2 o(t) + 2 (1) (130.11)

Deutlich ist die Grundfrequenz des linearisierten Falls in der nichtlinearen Phasenfunktion
nullter Ordnung wieder zu erkennen: 2 V2. In der Struktur von (128) sieht man gleich den
Einfluss der nichtlinearen Effekte auf das System: Eine proportionale Verschiebung in der Zeit
in Abhingigkeit von der Exzentrizitit e und den Anfangswerten C; und C,, sowie
oszillierende periodische Verschiebungen in der Zeit mit Perioden n-m, deren Einfluss
ebenfalls durch die Anfangsbedingungen und die Exzentrizitit festgelegt sind. Fiir
e = C; = C; = 0 reduziert sich 0. zu 0 = t. Nichtlineare Effekte storen das System durch
den Einfluss der Parameter e, C; und C;. Der oszillatorische Anteil oo von o (t) ist periodisch
mit T = 27. Den maximalen Anteil liefern sie demnach bei t = k-7 wobei k € Z.

Betrachtet man die zwei Anteile 0. und 0 Zusammen tiiber einen Zeitraum (0,27), so zeigt
sich, dass die einzelnen Frequenzen aufgrund der nichtlinearen Effekte des Systems durch die
Funktion o (t) aus der Gleichgewichtslage um oy = t gebracht werden. Der Effekt wichst linear
mit der Zeit an und verschiebt die Basisfrequenzen fiir grofle Zeiten vollig aus ihrer
urspriinglichen Lage.

3.4.2. Die nichtlineare Amplitudenfunktion der Losung

Um die Anteile der Amplituden an den einzelnen Frequenzen aus dem vorigen Abschnitt an
der Gesamtlosung zu bestimmen, wollen wir die nichtlineare Amplitudenfunktion aus unseren
bisherigen Resultaten gewinnen. Hierfiir ist es notwendig, den linearen Anteil w(t) aus Kapitel
2 mit dem nichtlinearen Anteilen aus der Entwicklung in diesem Kapitel zusammenzufiigen.
Auch hier werden wir das Ergebnis vereinfachen, indem wir Terme mit e~ Cll "™ mit
k+l+m > 5 vernachlédssigen und die Terme nach einem speziellen Algorithmus sortieren, um
eine bessere Ubersicht iiber den Einfluss der Systemparameter auf das Amplitudenspektrum zu
bekommen.

Des weiteren wollen wir j+k+m als Ordnungsparameter verwenden, um die Effekte nach ihrem
Einfluss auf die Losung zu sortieren. Da die GroBen e, C; und C, < 1 sind, erhalten wir
dadurch direkt die gewiinschte Form der Losung und konnen sofort das Amplitudenspektrum,
gegeben durch Ay und By bestimmen.
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Die Anzahl der Terme, die fiir unser Vorhaben beriicksichtigt werden miissen, betragt
anfidnglich ungeféhr ~5000, davon iiber ~2000 Multiplikationen, ~2000 auftretende Potenzen
und beinahe ~1000 Additionen. In seiner maximalen Ausdehnung erzeugt die Losung iiber
10.000 Terme, davon ~2800 Multiplikationen, ~3600 Potenzausdriicke und iiber 800
trigonometrische Ausdriicke. Wiirde man o in jedem dieser trigonometrischen Terme
einsetzen, so ergdbe dies ebenfalls in seiner ausmultiplizierten Form, die Anzahl von 35.000
zusitzlichen Termen. Um einen Wert fiir die Losung zu berechnen, briuchte man daher
ungefihr 46.000 Operationen, was selbst einen GHz-Prozessor auf ldngere Sicht in die Knie
zwingen diirfte. Dass der Methode durch die wachsende Anzahl von Termen eine Grenze
gesetzt ist, war von Anfang an klar. Freuen wir uns im nédchsten Schritt, die Anzahl der Terme
auf ein Minimum reduzieren zu kénnen:

Sieht man sich die Struktur der gewonnen Teillosungen an, so erkennt man den
fundamentalen Zusammenhang der Kosinus und Sinus Terme. Es ist fir k = 1,..11
B, = A, oder B, = —Aj, wenn man C; durch C; und C, durch C; ersetzt.

Definieren wir zunichst folgende konstante Groflen, wobei i, € (1,2):

K,=Cl'+C! (peN) (131.1)
L,=Clc? (pen) (131.2)
M =C;-3C; (131.3)
My=C}-10C;C} +5C; (131.4)
M;=C;i(C)-21C5C}+35C; CH-7C%) (131.5)

insbesondere gelten die Beziehungen zu den Konstanten aus dem vorherigen Abschnitt:
K, <D
Cl‘ M 1 & E,'7 j

Cl‘M2<=>F,'7j

Wir fiithren hier eine neue Notation ein, weil sich die Losung dann in einer allgemeineren und
wesentlich kiirzeren Form nieder schreiben lédsst. Zudem gibt uns der Index p in (131.1 -131.2)
ein Mal} fiir die Groe der Konstanten an, da sie liber die Potenzen der Anfangsbedingungen
definiert sind. Unter Beriicksichtigung der neuen Abkiirzungen ergeben sich die
Amplitudenfunktionen A; firk=1..11 miti=1und j =2 zu:
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( 1 2805 &2 720921 *

Al = + + +

23/4 7688234 118210688 23/4

423 ¢? 51488435 ¢*

1/4 3
(_221/4“47252/ e

)Cos[t] + (—
31 29791

+
961234 169927864 23/4

) (132.1)

242639 % Cos[3¢] 112233097 ¢* Cos[4 1]
Cos[21t] — - G
685193 23/4 339855728 23/4
3 10065¢2 9
A, =234 (— - ° . e Cos[f] +
128 984064 496
(132.2)
1269 ¢ Cos[2 1] ) | 75 C, K> M,
123008 T TS0 03
5C M,
A = 132.3
37 512234 (132.3)
| 33(24+65V2)e 19824 (24 +65V2)e? Cos[r] o 04
=|- + i .
! 244094 23/4 3783457 ! (1324
2 .
AS:_87(12+17\/§)e Ci M, (132.5)
208537 23/
| 99 (8+V2)e 5942 (8+V2)e?cos(r) oK e
T 1922234 29791 P2 (132.6)
2 .
A 261 (4+V2)e? G K, (132.7)
6727 23/4
| 99 (-8+V2)e 594V2 (-8+V2)ecos(r) s
ST 1922234 29791 P2 (1328)
_ 2 .
- 261 (-4 +V2)e Ci K> (132.9)
6727 23/4
33(-24+65V2)e 19824 (-24+65+/2)¢? Coslt] o 210
0=\ T T 2aa004 208 " 3783457 My (132.10)
_ 2\ 2
A“:_87( 12+17V2) e G M, (132.11)
208537 23/4
Es gelten die Beziehungen fiir die Amplitudenfunktionen By:
By = sgn(k) Ay (133)
wobei hier i = 2 und j = 1 in den auftretenden Konstanten zu setzen ist. Die

Vorzeichenfunktion sgn(k) ist als k-tes Element der Reihe
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(+7 ) +7 +9 +9 T T +’ +7 T T "') (134)

definiert.

Wir schreiben daher z(t) bis zur 5. Ordnung in e, C; und C, zu:

11 11
2) = D Ax(t) cos(¥i(0) + > Be() sin(¥i(1) (135)
k:1 k:l

Die Koeffizienten C; und C, werden aus den Anfangsbedingungen (zp, vo) bestimmt. Hierzu
miissen wir die in (86.1) und (86.2) definierten (yp, yo') mit denen in den Variablen z und t
in Zusammenhang bringen. Sehen wir uns den Weg der Herleitungen, den wir gegangen sind
noch einmal an:

Zunidchst haben wir die abhiingige Variable z durch folgende Vorschrift auf y transformiert:

)= ——
y(1) W) (136)
d 1 dz zZ(t) dw
_y:____z_ (137)
dt  w@) dit wr? dt
Es gilt fiir die Amplitudenfunktion an der Stelle t = 0 bis zur 5. Ordnung:
1 12V2e  579¢
w(0) = - - +
23/4 31 7688 23/4
o— (138.1)
242639 47252 ) 5 57468633 ¢* 107476749 &3
- + e’ +— -
685193 23/4 29791 2718845824 234 7816681744 23/4
w'(0)=0 (138.2)

Der Term mit der Ableitung von w nach t féllt somit weg. Fiir die Transformation der
unabhingigen Variablen t auf i benttigen wir die Phasenfunktion, daher ¥(t) und '(t), es
folgt somit:

_ @)
yo=="5 (139)
dy _a@w) dw 1 dz dy (140)

dt — w@? dt  w@) dy dt

An der Stelle t = 0 ergibt sich die Phasenfunktion zu:

¥(0) = 0 (141.1)
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- 2
:2\/2+96«/5e+ 7491 e .
31 961 V2

31241842 €3 1745955939 ¢* 856664485832 &°

¥'(0)

+ + (141.2)
685193 169927864 V2 15144820879
184248276717405 ¢° 149626072031364189 ¢’ 8
+ + 0(e®)
15023662311968 V2  11381363180210258 V2
Die Transformation von ¢ auf 7 erfolgt durch die Beziehung 7 = ¢ /2 V2. Es folgt:
2t (1))
H=———=
y(®) W) (142)
d z(T dw 1 dz dt d
dy __0W) dw 1 dz v 143)
dt w@)* dt  w() dt dy dt
und fiir die Transformationsvorschrift fiir t = O:
70)=0 (144.1)
"(0) L 144.2
T = — )
NG ( )
Die zuletzt durchzufiihrende Transformation von 7 auf o macht daraus:
Z(o(1))
1) ==
(1) WD) (145)
d z(o(r)) dw 1 dz do dv d
;,—)i = - 5 + ( d ) (146)
t wt)? dt  w@ \do dt dy dt
mit den Bedingungen fiir t =0
o0)=0 (147.1)
9K, 15 5, 135K2  1225K3 )
‘0 =|1- — +—C1 Kb+ — G K, - - +
o) ( sva 64 e 2T s T
(147.2)

( 979K, 109125 K? ) , 62236485 K, ¢*
— — e J—
307522 123008 236421376 V2

Die Anfangsbedingungen z(0) und z'(0) fithren daher nach obigen Uberlegungen zu folgenden
Ausdriicken fiir C; und C,

+ Ole]

_ 0
1= w(0) (148)
c, == (0) 0’ (0) 77(0) ¥ (0) (149)

22 w(0)
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Die Losung stimmt, wie in der folgenden Grafik zu sehen ist, gut mit der numerischen iiberein.
Die griine Line entspricht hierbei der numerisch gewonnenen, die analytische der schwarzen.

-0.05 r

70 80 90 100 110 120

Grafik 8: Vergleich zwischen der numerisch (griin) und analytisch (schwarz) gefundenenen
Losung des Sitnikov Problems fiir e = 0.3, z(0) = 0.1, z'(0) = 0 zwischen der 10. und 20.
Umlaufperiode der Primarkorper. Die quasiperiodische Losung wird durch die gefundene
Storungslosung ( O(A7)) in sehr guter Ubereinstimmung wieder gegeben.

Fiir die numerische Integration wurde die Bewegungsgleichung in ihrer Form (6) verwendet.
Der Abstand der Primérkorper r(t) wurde hierbei bis zur 13. Ordnung entwickelt und in die
Ausgangsgleichung eingesetzt. Die Gleichung wurde mit Hilfe eines klassischen Runge Kutta
Verfahrens, sowie zum Vergleich mit der Lie - Integrationsmethode geltst. Eine genaue
Analyse der storungstheoretischen Losung fiir verschiedene Wahl der Parameter e, zo und vg
kann im Kapitel "Physikalische Darstellung der Losung™ gefunden werden.
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3.5. Genauigkeit und zulissiger Bereich im Parameterraum : (e X z)

Fiir alle Ansitze der vorigen Kapitel wurden zwei Bedingungen vorausgesetzt: 1) Der Abstand
der Primirkorper ist viel groer als der Abstand des dritten Korpers vom Baryzentrum. Formal
ausgedriickt schrinkt dies die Konvergenz der Entwicklungen, somit auch den zuldssigen
Bereich der gefundenen Losung auf den Bereich Iz(t)/r(t)l < 1 ein. Zusétzlich zu der ersten
Annahme haben wir auch nach dem Parameter e entwickelt: 2) Die Reihendarstellungen sind
auch in diesem Fall nur unter der Bedingung konvergent, wenn wir uns auf den
Parameterbereich lel < 1 beschrinken. Wenn wir vom Begriff der Ordnung sprechen, so
meinen wir in Fillen, wo die Amplitude z nicht vorkommt, die Ordnung O(e") ansonsten
jedoch immer die Ordnung O(e’ ) = 0(e/ 7¥) = O(™), wobei m = j+k sein soll. In diesem
Abschnitt soll der theoretische Bereich, in dem die Losung konvergiert, derart eingeschrinkt
werden, dass sie auch mit der numerisch gefundenen iibereinstimmt. Dieser Bereich wird im
wesentlichen ordnungsabhéngig, daher vom Abbruchfehler bestimmt sein.

Wir wollen in den folgenden Abschnitten herausfinden, wie genau die Losungen mit endlicher
Ordnung approximiert werden konnen. Da durch die gesamte Arbeit an dem Prinzip
festgehalten wurde, keine Vereinfachungen an den mathematischen Termen vorzunehmen,
auller jenen die aufgrund der Storungstheorie zu Stande kommen, konnen wir die Ordnung der
Losungen als MaB fiir die "Brauchbarkeit" der verwendeten Methoden verstehen. Dies macht
es uns vielleicht moglich, festzustellen, welche Ordnung sinnvoll ist, um eine vorgegebene
Genauigkeit zu erreichen, wie viele Terme sie erzeugt und wieviel sie zu der
Gesamtgenauigkeit beitragt.

Fiir den Vergleich brauchen wir eine sehr genaue Methode, um die numerische Losung zu
gewinnen. Ausgangsgleichung hierfiir ist die Bewegungsgleichung des Sitnikov Problems:

77 Z
=
2 +r (t)2)3/2 (150)

Fiir den Abstand der Primérkorper setzen wir dessen Entwicklung bis zur 5. Ordnung in e ein:
(1)= 5 - = cos(t) e+ = (1 - cos(2.)) & +
r(t) = — — — cos — (1 =cos
22 ‘7Y ¢

T36— (cos(r) — cos(3 1)) & + % (cos(2 1) — cos(4 1)) e* — (151)

5
=3 (2 cos(t) — 27 cos(3 1) + 25 cos(5 1)) & + O(e®)

und vergleichen mit der iterierten Form:

r(t) = % (1 — ecos(t + e sin(t + e sin(f + e sin(t + e sin(f + e sin(7))))))) (152)

Obwohl die Entwicklung nach der Exzentrizitidt fiir lel<1 V t konvergiert, zeigt sich eine
Abweichung von der iterierten Form fiir lel > 0.6227... . Die Ursache hierfiir ist in der
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unterschiedlichen Konvergenzgeschwindigkeit im Intervall ]-1,1[ zu suchen und schrinkt
daher die Anwendbarkeit der Entwicklung auf das Intervall + e, = 0.6227... ein.

Grafik 9: Differenz zwischen der iterierten und nach dem Parameter e entwickelten
Darstellung des Abstandes der Primérkorper fiir -1 <e < 1 und t € (0, 27). Das rote Rechteck
markiert den Bereich, in dem die Abweichung weniger als 0.01% betrdgt. Auch wenn die
Entwicklung im ganzen Definitionsbereich konvergiert, so kommt es zu einer Abweichung
beziiglich der Exzentrizitét fiir lel > 0.6227... Wird die Ordnung der Entwicklung in e erhoht,
bleibt der Effekt der langsameren Konvergenzgeschwindigkeit an den Intervallgrenzen
bestehen.

Die gefundene Storungslosung wird auBlerhalb dieses Bereichs keine zuverlidssigen Ergebnisse
mehr liefern konnen. Der Versuch zu hoheren Ordnungen zu gehen wurde ebenfalls
unternommen. Es zeigen sich "Locher" an den Rindern, was auf dieselben
Konvergenzschwierigkeiten hindeutet. Das Problem bleibt daher bestehen und kann nicht
durch einen hohere Ordnung des Entwicklungsparameters beseitigt werden. Das rote Rechteck
in Grafik 9 begrenzt den Bereich, in dem die Differenz kleiner 0.01% ist und liegt beziiglich e
bei e.= +0.6627... und stimmt somit mit den Bereichen iiberein, wie sie in der Literatur
gegeben sind (Plummer, 1960).

|e.|=0.6227 ... (153)

Zusitzlich zu der Entwicklung nach der Exzentrizitit e haben wir die Bewegungsgleichung im
1. Kapitel auch nach der Amplitude z entwickelt. Dies war durch die Tatsache gerechtfertigt,
dass wir a) nur gebundene Losungen und b) kleine Amplituden, daher Losungen mit z(t)l << 1
¥ t konstruieren wollen. Sehen wir uns diese Entwicklung genauer an:
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= _% 2k
S

Es kann gezeigt werden, dass diese Summe gegen den algebraischen Term der
Bewegungsgleichung konvergiert. Hierfiir muss nur zusitzlich die Annahme gemacht werden,
dass r(t) > 0 V t bleibt. Dies ist jedoch aufgrund der geometrischen Konstruktion gegeben. Die
Bewegungsgleichung (150) ist fiir den Fall r = z nicht definiert, der Grenzwert kann jedoch
gebildet werden und liegt bei:

Z 1
lim,,, = — 155
T+ 22 (153)
und entspricht dem von Gleichung (154), wie aus folgender kurzen Rechnung gesehen werden
kann:

[s¢]

3
) -3 Z2 k+1
lim =
77 k r2 k+3

k=0
3
o ) 72K+l
T k 3
Mgy 2k T
k=0
_3
- 2
)
2
k=0
1 Z -3\ 1
r? k 2\/51’2
k=0

Des weiteren ist durch die Wahl des Koordinatensystems und der Einfithrung dimensionsloser
Koordinaten der Maximalabstand der Primérkorper vom Massenschwerpunkt des Systems
gegeben durch:

1

Fmax = _2'

e
5 (156)

Es ergibt sich daher aus den obigen Uberlegungen ein Wert fiir zp., bis zu der die
Reihendarstellung (154) konvergiert:

V2

T -1

(157)

Zmax
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Um die Bedingung | z(t) / r(t) | < 1 fiir alle t zu erfiillen, folgt jedoch sogleich aus (156) fiir die
maximal erlaubte Auslenkung fiir z in Abhéngigkeit der Exzentrizitit e:

1 e
2| <3-3 (158)
Die theoretischen Uberlegungen setzen voraus, dass wir unendlich viele Terme in den
Entwicklungen beriicksichtigen. Da wir jedoch fiir unsere Entwicklungen bei endlicher
Ordnung abbrechen, wird es nicht moglich sein, den gesamten Parameterbereich in z und e
abzudecken. Vernachlédssigen wir Ausdriicke in der Summe (157) in denen Potenzen grof3er als

7 vorkommen und vergleichen wir diese mit dem Bruchterm der Ausgangsgleichung in Grafik
10.

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Z

Grafik 10: Vergleich des Bruchterms (schwarze Kurve) der Bewegungsgleichung des Sitnikov
Problems mit dessen Entwicklung nach der Amplitude z (graue Kurve) fiir 0(7"). Die rote
Markierung kennzeichnet den kritischen Wert fiir die Auslenkung der Probemasse +z. und
liegt bei £0.254...

Wie man sehen kann, stimmt die Entwicklung bis zur 7. Ordnung nur fiir den numerisch
bestimmten Wert z. = +0.254... mit dem Ausgangsterm tiiberein. Fiir die Grafik wurde e = 0
gesetzt (der Abstand der Primérkorper liegt daher bei 1/4). Nun entwickeln wir die
polynomische Form nicht nur nach der Amplitude z, sondern ebenfalls nach der Exzentrizitét
e. Fiir kleine e ist z. sicher eine gute Grenze, ebenso fiir kleine z der gefundene Wert e.. Ist
jedoch sowohl die Exzentrizitit als auch die Amplitude groB3, so wird dieser Bereich durchaus
noch weiter einzugrenzen sein. Welche Einschrinkung dies fiir die Approximation der
Ordnung O(A™), mit A = e-z bedeutet, wird sich im nédchsten Schritt zeigen. Nichts desto trotz
konnen wir vorerst fiir zo€ [z, z.] und e € [—e,, e.] fiir einen hinreichend kleinen Zeitraum
t < ti eine gute Ndherungslosung erwarten.
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| z¢ | =0.2561 ... (159)

Vergleichen wir nun die Storungslosung (135) von 7. Ordnung in A mit der numerischen
Losung von Gleichung (150). Die Abweichung von den numerischen Losungen wird sich als
gutes MaB fiir die Approximierbarkeit in der Parameterebene (e, zo) erweisen. Fiir die folgende
Grafik wurde die maximale Differenz definiert durch

A = max(| Zana — Zoum ) (160)

in einem Zeitintervall t € [0, 10 ] berechnet und in Abhingigkeit von e und zy aufgetragen.
Die Exzentrizitit wurde innerhalb der Grenzen +e., die Anfangsamplitude zy innerhalb von
+ 7. in einem (100x100) Gitter gewahlt:

max (Zana_znum)

Z0

Grafik 11: Quantitative Analyse der Storungslosung im Vergleich mit numerisch gewonnenen
Orbits. Das Bild zeigt die maximale Differenz zwischen analytisch und numerisch gefundener
Losung wihrend einer Umlaufperiode der Primérkorper, in Abhingigkeit der Systemparameter
7(0) und e. Die Anfangsbedingungen wurden in einem (100x100) Grid fiir e und z(0) innerhalb
der Parameterebene e, X z. gewihlt. Der innere rote Bereich kennzeichnet eine Abweichung
der numerischen Losung von der Storungslosung A~1077, gelb, griin und blaue Bereiche
liegen bei den GroBenordnungen A~1073..1072; der violette und #uBere rote Bereich
kennzeichnet eine Differenz, groBer als 50% des eigentlichen Signals und ist fiir physikalische
Untersuchungen nicht mehr geeignet.
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Deutlich ist die Symmetrie in Grafik 11 beziiglich der Anfangsamplitude zy zu sehen. Dies
war auch zu erwarten, da die Bewegungsgleichung des Sitnikovproblems invariant unter
Symmetrietransformationen sein muss. Dass es sich bei —zy nur um die Spiegelung an der
Ebene der Primdrkorper handelt zeigt sich direkt in unseren Ergebnissen wieder. Dies ist fiir
die Exzentrizitit jedoch nicht der Fall. Es macht einen Unterschied, ob wir die Primérkorper
im Perihel oder im Aphel starten lassen. In Grafik 11 zeigt sich, dass fiir negative
Exzentrizitdten ein groferer Parameterbereich in zy darstellbar ist, als fiir positives Werte von
e. Der Abbruchfehler in der Entwicklung nach e scheint in diesem Fall dem Abbruchfehler in
der Entwicklung nach z entgegen zu wirken. Interessant sind auch die Strukturen an den
Rindern iiber die zu diesem Zeitpunkt jedoch noch keine detaillierten Analysen zur Verfiigung
stehen.

In diesem Kapitel haben wir den theoretischen Konvergenzbereich unser Entwicklungen in z
und e bestimmt und mit Hilfe von praktischen Tests iiberpriift. Die Losung 7. Ordnung in A
liefert gute Ergebnisse im Parameterraum e. X z., wobei e, zu +0.6227.. und z. zu 0.254...
bestimmt wurde.



