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Mit diesem Buch hat F. Padberg den 1. Tell einer
Reihe Mathematik Primarstufe vorgelegt, die bereits mit
Einflhrung in die Mathematik, Bd. 2: Geometrie (Martin
Stein) ihre Fortsetzung gefunden hat.

Einflhrung in die Mathematik | — Arithmetik versteht
sich zudlererst as eine, auf die kinftige Tétigkeit in
der Grundschule speziell zugeschnittene, erste Einfiihrung
in die Arithmetik im Rahmen des Grundstudiums fur
Studierende im Haupt- und Nebenfach Mathematik.

Schwerpunkt des Buches und damit zentrales Thema sind
die natlrlichen Zahlen. Das miindliche und schriftliche
Rechnen sowie einige Elemente der Tellbarkeitdehre, die
fur die Primarstufe relevant sind, und der Zahlentheo-
rie geben Anregungen fir vertiefende Studien im Haupt-
studium. Das Buch (so betont F. Padberg in der Einleitung)
“ist aus mehrfach von uns durchgefiihrten Vorlesungen mit
Ubungen im Rahmen der Mathematikausbildung fir Pri-
marstufenstudenten an der Universitét Bidefeld hervorge-
gangen” (S. 1). Damit ist es ein Hochschul-Lehrbuch. Die
Absicht des Autorsist es dabei, besonders den Nebenfach-
studenten den fir sie oft schwierigen Zugang zur Mathe-
matik zu erleichtern und sie fir die Mathematik stérker zu
motivieren. Diesem Anliegen wird dieses Buch auf beson-
dere Art und Weise gerecht. Die Abfolge der Themen in
den 7 Kapiteln orientiert sich bewuf3t nicht alein an einer
fachsystematischen Logik. Im Gegensatz (etwa zu F. Pad-
berg: Didaktik der Arithmetik oder F. Padberg/R. Danck-
wertgM. Stein: Zahlbereiche — eine Einflhrung) werden
die natlrlichen Zahlen nicht zuerst als Kardina zahlen oder
Ordina zahlen fundiert. F. Padberg kniipft an Erfahrungen
der Studenten im “Gebrauch” der nattrlichen Zahlen an
und behandelt dabei zuerst sehr kompakt die schriftlichen
Rechenverfahren. Dabel steht weniger das formale Kalkdl
der Verfahren im Vordergrund. Auf eine mehr inhatliche
Begriindung wird vid Wert gelegt. Zusétzlich, well von
besonderer Bedeutung fur die kiinftige Tétigkeit in der Pri-
marstufe, werden die schriftlichen Rechenverfahren auch
in nichtdezimalen Basen behandelt.

Dieser “naive’ Einstieg in die natlirlichen Zahlen Uber an-
schauliche Beispiele (quas die Benutzung der natiirlichen
Zahlen ohne zu fragen “Was sind eigentlich nattrliche
Zahlen?") wird auch bei der weiterfihrenden Unter-
suchung von Elementen der Teilbarkeits ehre/Zahlentheo-
rie (Kapitel Il bis V) beibehaten und erst in Kapitel VI
wird mit dem Kardinalzahlmodell auf diese und auf die
weiterfiihrende Frage “Wie konnen wir das Rechnen mit
nattrlichen Zahlen und die Rechengesetze begriinden?’
eine Antwort gegeben. Als Erganzung (fir Hauptfachstu-
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denten und firs Hauptstudium) werden dann mit Hilfe des
Ordinalzahimodells (Peano-Axiome) ene verknappte Er-
weiterung der Vorstellungen von nattirlichen Zahlen und
ein Ausblick auf Bruchzahlen gegeben.

Ich halte diesen gewdhlten Aufbau des Buches, das
weit mehr als ein buchméalig aufbereitetes Vorlesungs-
script ist, fUr sehr interessant und auch von beson-
derer Fallichkeit. F. Padberg baut schrittweise durch an-
schauliche Beispiele ein in sich vernetztes Begriffssystem
auf. Dieses nutzt er konsequent, um das Kardinalzahlmo-
dell in seiner ganzen Ausfiihrlichkeit und Komplexitét zu
erlautern. Dabel greift er in den einzelnen Kapiteln be-
reits friher eingefiihrte und erklarte Begriffe auf, vertieft
das Begriffsverstandnis durch neue Aspekte der Betrach-
tung. Besonders deutlich wird dies im Kapitd V Rda-
tionen und Funktionen. Nachdem bereits im Zusammen-
hang mit Teilbarkeit und Vielfachenbildung der Relations-
begriff benutzt wurde, wird in diesem Kapitel der Begriff
der Relation definiert, Veranschaulichungsmdglichkeiten
sowie Eigenschaften von Relationen beispiel bezogen be-
handelt. Ordnungs- und Aquivalenzrel ationen (wichtig fir
das Kardinazahlmodell) werden erklért. Ebenso der Be-
griff Abbildung (besonders bijektive Abbildungen). In
diesem Kapitel (und jedes andere Kapitel kdnnte als ex-
emplarisches Beispiel dafiir ausgewéhlt werden) werden
bereits angesprochene Begriffe und Eigenschaften (Rda
tion, Transitivitdt, Reflexivitét, Identivitdt) in einen um-
fassenden Kontext gestellt und damit vertieft. Zentrale Be-
griffe fir die folgende Einfiihrung der nattirlichen Zahlen
as Kardinazahlen werden bereitgestellt.

In fast alen Kapiteln, und dies werte ich as einen
gro3en Vorzug, wird vertifender Rickblick und in-
haltliche (vor alem begriffliche) Vorarbeit fir néchste
Kapitel zum Auswahlkriterium fir Inhalte gemacht. Dies
halte ich desha b fiir besonders erwdhnenswert, well (auch
durch die farbliche Hervorhebung der Begriffshildungen
im Text gleichsam as Hinweis auf Wesentliches und
Grundlegendes) dadurch auch ein Beitrag zur Entwicklung
eines “vernetzten” Denkens bel den Studierenden geleistet
werden kann.

Die Verdeutlichung erforderlicher Begriffsbildungen
durch anschauliche Beispiele, eine grofZe (bis zu 50) An-
zahl von Ubungsaufgaben am SchluB eines jeden Kapi-
tels, die in ihrem Anforderungsniveau wohl differenziert
sind, sowie L ésungshinwel se fir Aufgaben zu den einzel-
nen Kapiteln (Anhang), viele sachbezogene Beispiee
mit aternativen Erlauterungen und der Einsatz ver-
schiedener Begriindungsebenen (vom anschaulichen Be-
weisen a's Strategie bis zu formalen Beweisfilhrungen, die
oft vergleichend gegenlibergestellt und kommentiert wer-
den) sind Vorziige dieses Buches, die hervorzuheben sind.

Der Inhalt des Buches gliedert sich in sieben Kapitd:

I. Sellenwertsysteme und schriftliche Rechenverfahren
(Stellenwertsysteme, Zahlen und Grofenvergleich in
verschiedenen Basen, schriftliche Rechenverfahren:
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, Al-
ternativen zu den schriftlichen Verfahren, Aufgaben)

Il. Einige Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation
(EinfUhrung der Tellbarkeitsrelation, Tellbarkeitsre-
lation und Rechenoperation, Tellbarkeitsrelation als
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Ordnungsrelation, Bemerkungen zum Folgerungsbe-
griff, zur Satzumkehrung und zu aussagenl ogischen
Verknipfungen, Aufgaben)

[11. Teilbarkeitsregeln
(Endstellenregeln, Quersummenregeln, weitere Teil-
barkeitsregel, Teilbarkeitsregd und dezimales Stel-
lenwertsystem, Bewels von Sdtzen und aussagenlo-
gische Verknipfungen, Aufgaben)

IV. Teller- und Viefachmengen/Mengenoperationen
(Teller und Viefache, Gemeinsame Teiler und Vid-
fache, Mengenoperationen mit Teiler- und Vielfachen-
mengen, Gesetze der Mengenalgebra, Der Euklidi-
sche Algorithmus, Aufgaben)

V. Relationen und Funktionen
(Relationen in einer Menge, Eigenschaften von Re-
lationen in einer Menge, Funktionen, Eigenschaften
von Funktionen, Aufgaben)

VI. Die natiirlichen Zahlen als Kardinalzahlen
(Aspekte der natirlichen Zahlen, Kardinalzahlen —
anschauliche Uberlegungen, Kardinalzahlen — Skizze
einer mathematischen Fundierung, Addition, Sub-
traktion, Multiplikation, Division, Kleinerrelation,
Aufgaben)

VII. Erganzungen und Ausblick
(Die natirlichen Zahlen als Ordinal zahlen, Bruchzah-
len, Ausblick-Zahlentheorie/Arithmetik, Aufgaben)
Die sieben Kapitel werden durch ein Verzeichnis der im

Text genannten Literatur, einer Liste der wichtigsten Sym-

bole und Bezeichnungen sowie den L ésungshinweisen zu

den Aufgaben der Kapitel | bis VII komplettiert.

Exemplarisch sollen Qualité und Vorziige des Buches an-
hand dreier ausgewéhlter Kapitel herausgestellt werden.

Im Kapitel Il Einige Eigenschaften der Teilbarkeitsre-
lation werden die nattrlichen Zahlen beziiglich der Re-
lation “ist Teiler von” untersucht. Uber Sachsituationen
wird die Tellbarkeitsrelation eingefiihrt und die Summen-,
Differenz- und Produktregd behanddt. Diese Regeln wer-
den auf drei Begriindungsebenen bewiesen. Von beson-
derer Bedeutung dabei sind die beispielgebundene Be-
weisstrategie auf der ikonischen Représentationsebene und
die bei spielbezogene Bewel sstrategie auf der Zahlenebene,
da diese fur die Primarstufe von besonderer Rele-
vanz sind und in enger Beziehung zu dem hdchsten
Begrindungsniveau (Bewels mit Variablennutzung) ste-
hen. Besonders interessant dabei ist die Darstellung
aler drel unterschiedlichen Begriindungsniveaustufen am
Beispid von Satz 3 (Transitivitét) “Fir alle natirlichen
Zahlen a, b, ¢ giltt Aus alb und blc folgt alc”.
Diese drei Beweisfiihrungen erleichtern das Verstandnis
daflr, dald die Teilbarkeitsrelation eine induktive Ord-
nungsrelaion ist (Sete 64-69). Diese Argumentation mit
unterschiedlichen Beweisstrategien (Begriindungsniveaus)
findet sich in anderen Kapiteln wieder und fordert das
Beweisverstandnis.

Im Kapitd IV Teiler- und Vielfachenmengen/Mengen-
operationen stehen Teller- und Vid fachenmengen, gemein-
same Teller und Vielfache sowie deren Veranschaulichung
durch Venndiagramme im Mittelpunkt. Fir das Be-
griffsverstdndnis Gemeinsame Teiler und Mielfache wer-
den vier Sachsituationen zum Ausgangspunkt genom-
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men (Seite 113/114) und zur Begriffsbildung genutzt.
Dabel werden Beziehungen zwischen den Sachsituatio-
nen aufgedeckt, die die Unterscheidungen zwischen Teiler,
grofer Teller, grofter gemeinsamer Teler (andog zu
Vidfachen) plausibel machen. Die Begriffshildung wird
dadurch sehr anschaulich und verstandlich. Mit Hilfe
von Venndiagrammen werden Mengenbeziehungen zwi-
schen Teiler- und Vielfachenmengen aufgezeigt und dabel
wichtige Begriffe der Mengenlehre im Kontext von Teiler-
und Vielfachmengen definiert (Durchschnitt, Teillmenge,
Gleichheit von Mengen, Vereinigungsmenge, Differenz-
menge). Mit Beispielen (u. a. Veranschaulichungen durch
Venndiagramme) werden die Mengenoperationen plausi-
bel. Mit den zuvor bereits thematisierten Junktoren wer-
den eine Reihe von Sétzen zur Teilbarkeitd ehre exempla-
risch bewiesen. In diesem Kapitel wird abschlieRend mit
einer sehr faldlichen, beispidbezogenen Darstellung des
Euklidischen Algorithmus ein Verfahren zum Bestimmen
des grofden gemeinsamen Teilers (ggT) behandelt und die
Vorteile dieses Verfahrens veranschaulicht.

Das Kapitel VI Die natirlichen Zahlen als Kardi-
nalzahlen fundiert die nattrlichen Zahlen mathematisch
durch Konzentration auf den Kardinalzahlaspekt. Durch
den Kardinalzahl aspekt lassen sich die natiirlichen Zahlen
besonders gut anschaulich fundieren (besonders aber die
Rechenoperationen mit ihnen). Mit dem Kardinal zahlmo-
dell wird unter Benutzung der bisher eingefiihrten Be-
griffe, Definitionen und (bewiesenen) Séizen die Frage
“Was ist eigentlich eine natiirliche Zahl?” beantwortet.

Bel den Erlauterungen zu den Rechenoperationen Addi-
tion, Subtraktion, Multiplikation und Division greift man
wiederum auf die in anderen Kapiteln bereits behandel -
ten Inhalte zurlick. So wird z.B. die Subtraktion durch
Rickgriff auf die Mengenoperation der Differenzmengen-
bildung behandelt.

Die Darlegungen zur Multiplikation und Division nat(ir-
licher Zahlen gehen jeweils auf unterschiedliche Wege
der Begriffsbildung ein und benutzen vorher behandelte,
vor alem mengentheoretische Betrachtungsweisen. Gera-
de in diesem Kapitel ist dieses Buch auch eine metho-
dische Hilfe fir eine unterrichtsbezogene Sachanayse des
Stoffes. Besonders hervorheben méchte ich die Kapitelab-
schnitte 2 und 3. Hier zeigt F. Padberg sehr schon, wie
das Kardinalzahimodell durch anschauliche Uberlegun-
gen (Seite 178-183) aufgebaut werden kann und wie
man die Kardinazahlen mathematisch fundieren kann.
Sehr anschaulich wird gezeigt, dal3 die Relation “ist
gleichméchtig zu” reflexiv, symmetrisch und transitiv
(Aquivalenzrelation) ist. Dies it fir Hauptfachstudenten
durchaus auch fiirs Hauptstudium von Interesse.

Besonders gelungen in diesem Kapitel erscheinen mir
die Darlegungen zur Division (Seite 211ff). Sehr nah
an der Praxis der Grundschule wird zunéchst im Sinne
von Aufteilen und Verteilen die Division sehr anschaulich
erklart. Dabei wird aber auch der Zusammenhang zur
Multiplikation hergestdlt (Division as Umkehroperation
zur Multiplikation). Dadurch wird die Divison mit an-
schaulichen Grundvorstellungen verbunden.

Auch die Thematisierung der Kleinerrelation durch Ver-
gleich von Mengen mittels paarweiser Zuordnung und der
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Teilmengenbeziehung greift wieder auf bereits behandel-
ten Stoff zurlick. Indem die Einfihrung der Kleinerrda
tion Uber die Addition favorisiert wird, lassen sich Sétze
Uber die Kleinerrelation besonders einfach beweisen (Seite
223-224).

Insgesamt ist dieses Buch eine exzellente Einflhrung
in die Arithmetik der (nattrlichen) Zahlen, sehr praxis-
nah, sehr faldich mit einer wohldurchdachten fachlichen
Systematik, die das Verstehen von Zusammenhéngen
durch den Studenten als Primat setzt und sich von an-
deren Vorgehensweisen unterscheidet. Als einen beson-
deren Vorzug werte ich, wie auf unterschiedliche Art und
Weise Bewelstechniken auf differenzierten Begriindungs-
niveaustufen thematisiert werden. Dies scheint besonders
fur die Entwicklung mathematischen Denkens bel Haupt-
fachstudenten (mehr noch aber bel Nebenfachstudenten)
von besonderer Bedeutung. Hervorzuheben ist insgesamt
das Reservoir der Aufgaben, die fir Ubungen zu einer
Vorlesung (wobei das Buch as Grundlage dienen kann)
von besonderer Qualitét sind.

Die Reihe “Einfihrung in die Mathematik® dirfte
ebenso wie die anderen von F. Padberg im Spektrum-
Verlag erschienen Biicher “ Didaktik der Arithmetik”, “Di-
daktik der Bruchrechnung”, “Elementare Zahlentheorie’,
“Lineare Algebra” und “Zahlbereiche — eine Einfihrung”
(letztere mit H. Kitting bzw. R. Danckwerts und M. Stein)
einen breiten Leserkreis finden.
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